Ф.Олвер 
ВВЕДЕНИЕ В АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ И СПЕЦИАЛЬНЫЕ 
ФУНКЦИИ 
ОГЛАВЛЕНИЕ 
Предисловие к русскому переводу 
Предисловие к книге «Asymptotics and Special Functions» 
ГЛАВА 1 
Введение в асимптотические методы 
$ 1. Происхождение асимптотических разложений 
$ 2. Символы -,оиО 
$ 3. Символы ~, о и О (продолжение) 
$ 4. Интегрирование и дифференцирование асимптотических соотношений и 
отношений порядка 
$ 5. Асимптотическое решение трансцендентных уравнений: действительные 
переменные 
$ 6. Асимптотическое решение трансцендентных уравнений: комплексные 
переменные 
$ 7. Определение и основные свойства асимптотических разложений 
$ 8. Операции над асимптотическими разложениями 
$ 9. Функции, имеющие заданные асимптотические разложения 
$ 10. Обобщения определения Пуанкаре 
$ 11. Анализ остаточных членов; вариационный оператор 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 
ГЛАВА 2 
Введение в специальные функции 
$ 1. Гамма-функция 
$ 2. Пси-функция 
$ 3. Интегральные функции: показательная, логарифмическая, синус и 
косинус 
$ 4. Интеграл вероятностей, интеграл Досона и интегралы Френеля 
$ 5. Неполная гамма-функция 
$ 6. Ортогональные полиномы 
$ 7. Классические ортогональные полиномы 
$ 8. Интеграл Эйри 
$ 9. Функция Бесселя J,(z) 
$ 10. Модифицированная функция Бесселя 
$ 11. Дзета-функция 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 
ГЛАВА 3 
Интегралы в действительной области 
$ 1. Интегрирование по частям 
$ 2. Интегралы Лапласа 
$ 3. Лемма Ватсона 


$ 4. Лемма Римана — Лебега 
$ 5. Интегралы Фурье 
$ 6. Примеры; случаи, когда метотт неэффективен 
$ 7. Метод Лапласа 
$ 8. Асимптотические разложения на основеметода Лапласа; гамма-функция 
при больших значениях аргумента 
$ 9. Оценки остаточных членов для леммы Ватсона и метода Лапласа 
$ 10. Примеры 
$ 11. Метод стационарной фазы 
$ 12. Предварительные леммы 
$ 13. Асимптотическая природа метода стационарной фазы 
$ 14. Асимптотические разложения на основе метода стационарной фазы 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 
ГЛАВА 4 
Контурные интегралы 
$ 1. Интеграл Лапласа с комплексным параметром 
$ 2. Неполная гамма-функция комплексного аргумента 
$ 3. Лемма Ватсона 
$ 4. Интеграл Эйри с комплексным аргументом; составные асимптотические 
разложения 
$ 5. Отношение двух гамма-функций; лемма Ватсона для интегралов по 
петле 
$ 6. Метод Лапласа для контурных интегралов 
$ 7. Точки перевала 
$ 8. Примеры 
$ 9. Функции Бесселя при больших значениях аргумента и порядка 
$ 10. Оценки остаточного члена для метода Лапласа; метод наибыстрейшего 
спуска 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 
ГЛАВА 5 
Дифференциальные уравнения с регулярными особыми точками; 
гипергеометрическая функция и функции Лежандра 
$ 1. Теорема существования для линейных дифференциальных уравнений: 
действительные переменные 
$ 2. Уравнения, содержащие действительный или комплексный параметр 
$ 3. Теоремы существования для линейных дифференциальных уравнений: 
комплексные переменные 
$ 4. Классификация особых точек; свойства решений в окрестности 
регулярной особой точки 
$ 5. Второе решение в случае, когда разность показателей равна целому 
числу или нулю 
$ 6. Большие значения независимой переменной 
$ 7. Численно удовлетворительные решения 


98 

100 
102 
107 
113 


118 
122 
127 
129 
132 
136 
137 


139 
143 
146 
151 


154 
158 
163 
165 
169 
174 


177 


178 


183 
185 


189 


192 


195 
196 


$ 8. Гипергеометрическое уравнение 
$ 9. Гипергеометрическая функция 
$ 10. Другие решения гипергеометрического уравнения 
$ 11. Обобщенные гипергеометрические функции 
$ 12. Присоединенное уравнение Лежандра 
$ 13. Функции Лежандра при произвольных значениях степени и порядка 
$ 14. Функции Лежандра при целых значениях степени и порядка 
$ 15. Функции Феррерса 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 
ГЛАВА 6 
Приближение Лиувилля — Грина 
$ 1. Преобразование Лиувилля 
$ 2. Оценки остаточных членов: действительные переменные 
$ 3. Асимптотические свойства относительно независимой переменной 
$ 4. Сходимость °О (F) в особой точке 
$ 5. Асимптотические свойства относительно параметров 
$ 6. Пример: функции параболического цилиндра при больших значениях 
порядка 
$ 7. Одно специальное обобщение 
$ 8. Нули 
$ 9. Задачи на собственные значения 
$ 10. Теоремы о сингулярных интегральных уравнениях 
$ 11. Оценки остаточных членов: комплексные переменные 
$ 12. Асимптотические свойства в случае комплексных переменных 
$ 13. Выбор поступательных путей 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 
ГЛАВА 7 


Дифференциальные уравнения с иррегулярными особыми точками; функции 


Бесселя и вырожденная гипергеометрическая функция 

$ 1. Решения в виде формальных рядов 

$ 2. Асимптотическая природа формальных рядов 

$ 3. Уравнения, содержащие параметр 

$ 4. Функция Ганкеля; явление Стокса 

$ 5. Функция У,(2) 

$ 6. Нули функция J,(z) 

$ 7. Нули функции У. (2) и других цилиндрических функций 

$ 8. Модифицированные функции Бесселя 

$ 9. Вырожденное гипергеометрическое уравнение 

$ 10. Асимптотические решения вырожденного гипергеометрического 
уравнения 

$ 11. Функции Уиттекера 

$ 12. Оценки остаточного члена для асимптотических решений в общем 
случае 


198 
202 
207 
213 
214 
221 
228 
235 
240 


242 
246 
251 
256 
259 
264 


266 
270 
274 
278 
281 
286 
287 
291 


293 
296 
302 
303 
309 
313 
318 
320 
325 
328 


333 
335 


$ 13. Оценки остаточного члена для разложений Ганкеля 341 


$ 14. Неоднородные уравнения 346 
$ 15. Уравнение Струве 352 
Исторические сведения и дополнительные ссылки 356 
Ответы к упражнениям 357 
Литература 359 
Общий указатель 367 
Алфавитный указатель 374 
ОБЩИЙ УКАЗАТЕЛЬ 
Абель (Abel М. Н.) 14 фазы) 


Абеля теорема о непрерывности 
степенного ряда 42 

— тождество 182 

Айнс (Ince Е. L.) 240, 296 

Ангера функция 112, 135 

Асимптотика 43 

Асимптотическая переменная 29 

— последовательность 40 

— сумма 38 

— шкала 40 

Асимптотические приближения (см. 
Асимптотическое разложение, 
асимптотические соотношения) 

— решения дифференциальных 
уравнений (см. 
Дифференциальные уравнения) 

— соотношения 15—19, 40 (см. 
также Асимптотическое 
разложение) 

Асимптотическое поведение 
степенного ряда на границе 
круга сходимости 42 

Асимптотическое разложение 15, 12 
(см. также Асимптотические 
соотношения, Асимптотика, 
Дифференциальные уравнения) 

— — граничная постоянная 16 18, 29 

— —, до N-ro члена 30 

— —, единственность 30 

— — интегралов 90—95, 100—100, 
139—146 (см. также Ватсона 
лемма, Лапласа метод, метод 
перевала, метод стационарной 


——, история 14, 46 

— — обобщенное 41, 46, 153 

— — операции 33—37 

— — определение Пуанкаре 14, 21) 
40, 137 

— — основные свойства 29—32 

— — составное 153 

— — сходимость 31, 32 

— — функции с заданными 
асимптотическими 
разложениями 37— 39, 46 

Асимптотическое разложение, 
экспоненциально малые члены 
104—105, 126, 137 

— решение дифференциальных 
уравнений (см. 
Дифференциальные уравнения) 

Б. A. (British Association for the 
Advancement of Science) 173 

Барне (Barns Е. W.) 84 

Бахман (Bachmann P.) 15 

Берг (Berg Г.) 46 

Бесселя уравнение 79 

— — модифицированное 83 

— — неоднородное 352 

— —, численно удовлетворительные 
решения 309—310, 356 

Бесселя функции 78, 80 310 (см. 
также Бесселя уравнение, 
Ганкеля функции, 
Модифицированные функции 
Бесселя) 


— —, аналитическое продолжение 


80, 314 

— —, вронскиан 312 

— — графики 311 

— —, дифференциальное уравнение 
79 

— — интеграл Бесселя 78 

— —, — Пуассона 83 

— —,, интегральные представления 
78—82, 312, 355, 356 

— —, интегралы 82, 83, 313, 356, 357 

——, — Menepa — Сонина 312 

——, — Шлефли 81 

——, история 356 

— —, мнимого аргумента 83 

— —, нули 273, 313—320, 356 

— — оценки 82 

— —, первого, второго, третьего 
рода 309 

— — полуцелого порядка 82, 309, 
312 

— — при больших значениях 
аргумента 169, 310, 345 

Бесселя функции производные по 
порядку 311, 313 

— — производящая функция 79 

— — рекуррентные формулы 81 

— — ряды 78, 80 

— —, связь с вырожденной гппер- 
геометрической функцией 327 

— —, теорема сложения Неймана 82 

— —, формулы связи 305, 306, 309— 
312 

Бета-функция 53, 54 

Блайстейн (Bleislein М.) 137, 138 

Бойн (Boin P. W. М.) 138 

Бриллюан (ВгШоши Г.) 291 

Бромуич (Bromwich Т. J. Га) 12, 34, 
46 

Буркхардт (Burkliardt H.) 137 

Бухгольц (BuchhoJz Н.) 356 

Бэкхум (Bakhoora М. С.) 112 

Вазов (Wasow W .) 356 

Ван-дер-Корпут (van dor Korput J. С.) 


43 

Вариационный оператор 43 

Вариация 43—45 

—, сходимость в особой точке 256— 
258 

Ватсон (Watson С. М.) 46, 88, 96, 137, 
195, 206, 240, 291, 315, 319, 325, 
344, 345, 356 

Ватсона лемма 

— — для действительных 
переменных 95 

— — — интегралов по петле 156 

— — — комплексных переменных 
146 

——, история 137 

— —, оценки остатка 118—122, 137, 
149—151 

Вебер (Weber Н. Е.) 135 

Вебера дифференциальное уравнение 
188, 264, 273 

Вебера функции параболического 
цилиндра (см. Функции 
параболического цилиндра) 

— функция Е (2) 135 

— — (2) 245 (см. также Функции 
Бесселя) 

Вентцель (Wentzel С.) 291 

Вероятностей интеграл 62, 89 

— —, асимптотическое разложение 
91, 146 

— — дополнительный 62 

— —, связь с гамма-функцией 65 
Весовая функция 65 

ВКБ-метод (пли ВКБД метод) 291 — 
292 

Вполне монотонная функция 93, 95 

Вронскиан 181 

Выделенная точка 17, 40 

Вырожденная пшергеометрическая 
функция 326 (см. также Лагерра 
полиномы, Уиттекера функции) 

— — —, вронскиан 327, 331 

— — —,, зависимость от параметров 


326 

— — —, интегральные 
представления 327—329 

— — —, история 356 

— — —, преобразования Куммера 
328, 329 

— — — при больших значениях 
аргумента 328—330 

— — —,, рекуррентные формулы 328, 
332 

Вырожденное гипергеометрическое 
уравнение 325 (см. также 
Уиттекера уравнение) 

— — — асимптотические решения 
328 

— — — с показателями, 
отличающимися на целое число 
331 

— — —,, формулы связи для 
решений 329—332 

— — —, численно 
удовлетворительные решения 
332 

Гамма-функция 47 (см. также Гамма- 
функция неполная, Пси- 
функция) 

— —,асимптотическое разложение 
113—117, 143 

— — интеграл Ганкеля по петле 
54—55 

— —, — Похгаммера по петле 56. 

— — интегралы Эйлера 47, 53 

— — история 64 

— —, минимум 57 

— — неполная 64 

— —, особые точки 49 

— —, предельная формула Эйлера 50 

— —, представление в виде 
произведения 51 

— —, разложение в 2=1 88 

— —, рекуррентная формула 48 

— —, формула отражения 52 

——, — удвоения 52 


——, — умножения 52 

— — неполная 64, 89, 131 

— — —, acumnTotuyeckoe 
разложение 90—91, 94—95, 
143—146, 174 

Гамма-функция неполная, 
дополнительная 64, 65 

— — —, оценки 91, 95, 174 

— — — связь с 
гипергеометрической функцией 

Ганкель (Hankel H.) 54, 172 

Ганкеля разложения 304 

— —, оценки остатка 341—344 

— функции 303 

— —, аналитическое продолжение 
304 

— —, вронскианы 309 

— — интегралы Ганкеля 308 

— —, — Зоммерфельда 308 

— —, оценки 346 

— — полуцелого порядка 303 

— — при больших значениях 
аргумента 304—306, 341—345 

— —, рекуррентные формулы 308 

— —, связь с функциями Бесселя 
305, 306, 309 

Ганс (Сапз К.) 292 

Гаусс (Gauss С. Е.) 205 

Геллер (Geller И.) 89 

Гипергеометрическая функция 202 

(см. также Гипергеометрическое 
уравнение) 

— —, асимптотическое разложение 
при больших значениях 
параметров 206—207 

— —, зависимость от параметров 203 

— —, интеграл Похгаммора по петле 
206 

— —, интегральные представления 
204, 206 

— — история 240—241 


— —, квадратичное преобразование 
212 


— — обобщенная 213, 240 

— —, особые точки 203 

— —, поведение в 2=1 204, 209 — 210 

— — при больших значениях 
аргумента 211 

— —, производные 206 

— — связь с элементарными 
функциями 203, 205 

— — смежная 206, 225 

Гипергеометрический ряд 202 

Гипергеометрическое уравнение 198 

— —, второе решение при c= —1, — 
2, ... 212—213 

— — обобщенное 213 

— —, формулы связи для решений 
209—212 

Главное значение интеграла (в 
смысле Коши) 58, 59 

Гобсон (Hobson Е. W.) 234, 241 

Грин (Green С.) 291, 292 

Гудвин (Goodwin Е. Т.) 63 

Гудвина — Стентона интеграл 63, 
150 

Дебаи (Debye Р.) 173, 177 

Де Брейн (de Bruijn М. С.) 40, 46, 177 

Де Кок (de Kok F.) 138 

Джеффрис (Jeffreys H.) 263, 291,292 

Джоунс Д. С. (Jones I). $.) 137, 175 

Джоунс О. JI. (Jones А. L.) 322 

Дзета-фукция 84—88 

Дигамма-функция 56 

Дифференциальные уравнения (см. 
Связи формулы, Иррегулярные 
особые точки, ЛГ-прлблнжение, 
Особые точки 
дифференциальных уравнении) 

— —, метод Коши для теорем 
существования 189 

— —, — Пикара для теорем 
существования 181 

— —, — последовательных 
приближений 181, 208 

— — нормальный ряд 285 


— —, нули решений 270 — 273 

— —, обыкновенная точка 189, 195 

— —, подчиненные решения 197, 254 

— — решения доминирующие 197, 
254 

——, —, линейная независимость 
181, 186, 196 

— —,—_ локальное поведение 242 

——, — неоднородные 182, 346— 
351 

——, — нормальные 295 

——, — осцилляторного типа 243 

——, — субнормальные 296 

— —,— фундаментальные 181 — 


186 

——, — численно 
удовлетворительные 196 — 198, 
286 

— — с простым полюсом 266—270 


(см. также Особые точки 
дифференциальных уравнений) 

— — стремя особыми точками 199 

— —, теоремы существования для 
действительных переменных 
178—188, 240 

— —, тождество Кейли 245 

Дифференциальные уравнения с 
параметром (см. Связи 
формулы, ЛГ-приближение, 
Особенности 
дифференциальных уравнений) 

— — — —асимптотические 
решения 259—264, 266—269, 
287 

— — — —_ голоморфность решений 
185, 187, 302 

— — — — непрерывность решений 
183, 185 

— — — —,, нули решений 270—273 

— — — —. оценки остатков для 
асимптотических решении 259 
— 261, 266 

— — — —,, собственные значения 


274, 292 

— — — —, — решения 274, 276 

—— ——, — функции 274 

Дуги R,,R,,R,, 188 

Евграфов М. А. 111 

Жордана неравенство 59 

Задачи на собственные значения 
274—278 

Интегральная показательная функция 
56—59, 89 

— — —, асимптотическое 
разложение 146, 291 

— — — дополнительная 58 

— — — обобщенная 61 

— — —,, связь с гамма-функцией 65 

Интегральные уравнения 278—281, 
292 

Интегральный косинус 60, 61 

— —, асимптотическое разложение 
91 

— —, преобразование Лапласа 61 

— логарифм 59, 88 

— синус 59 

— —, асимптотическое разложение 
91 

— —, преобразование Лапласа 61 

Интегрирование рядов 
асимптотических 34—35 

— — сходящихся 176 

Иррегулярные особые точки 189 (см. 
также Особые точки 
дифференциальных уравнений) 

— — —_асимптотические решения 
251—255, 286—287, 296—302 

— — —_, история 356 

— — —, JIT-npu6nmxenne 294 

— — — на бесконечности 195—196 

— — — неоднородных уравнений 
346 —351 

Иррегулярные особые точки, 
нормальные решения 295 

— — —_ оценки остатков для 
асимптотических решении 284, 


340, 356 

— — —, panr 189, 196 

— — —характеристическое 
значение 295 

— — —,—_ уравнение 295 

Казаринов (Kazarinoff М. О.) 356 
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Ипига известного американского математика профессора 
Ф. У. Дж. Олвера посвящена двум областям анализа — теорпи 
асимптотических разложений и теории специальных функций. 
Она отличаетея своеобразным переплетением этих теорий, обсто- 
ятельностью изложения и сравнительной элементарностью. 

В США книга вышла в двух вариантах. Первый '!), полный, 
содержащий 14 гиав, во многих отношениях дополняет ряд из- 
вестных монографий, посвященных асимптотике и специальным 
функциям. 

Второй 2), сокращенный — первые 7 глав полного — нредназ- 
начен в качестве учебного пособия для лиц, желающих начать 
изучение асимитотических методов и специальных функций. 

Последний вариант и предлагается вниманию читателей. 
Удачная структура книги, интересные примеры и задачи, а также 
исторнческие сведения и литературные ссылки, содержащиеся 
в каждой главе, облегчают изучение книги. 

Эти обстоятельства позволяют иадеяться, что предлагаемый 
труд Ф. У. Дж. Олвера будет с интересом встречен широким 
кругом советских читателей — научных работников, аспирантов, 
инженеров и студентов выситих учебных заведений. 


1) Olver Е. W. J, Asymptotics and Special Functions, New York and 
London, Academic Press, 1974, 584 pp. 

2) Olver Е. \. 1, Introdnction to Asymtotics and Special Functions. New 
York and London, Academic Press, 1974, 297 pp. 


ПРЕДИСЛОВИЕ К КНИГЕ 
«ASYMPTOTICS AND SPECIAL FUNCTIONS» 


Классический анализ является основой многих ветвей при- 
кладной математики. Цель этой книги — дать всестороннее 
введение в два раздела классического анализа, упомянутые 
в заглавии. Она адресована математикам, физикам и инженерам 
и может служить как основой для изучения предмета, так 
и справочником для научной работы. Книга базируется частично 
на курсе, прочитанном в Мэрилендеком университете. 

Первоначально я намеревался уделить все внимание асимпто- 
тическим методам, приводя, если это необходимо, свойства 
специальных функций. Этот подход был бы удовлетворительным, 
если бы эти функции использовались лишь в качестве иллюстри- 
рующих примеров. Но решение более сложных задач теории 
асимптотических разложений, особенно связанных с равномер- 
ностью, сделало необходимым исследование специальных функ- 
ций в качестве приближающих функций. По мере того, как кни- 
та писалась, становилось все яснее, что будет нереалистичным 
предполагать наличие у студентов достаточных знаний необходи- 
мых свойств специальных функций. Поэтому содержание книги 
расширено так, что асимитотическая теория теперь тесно пере- 
плетается с систематическим изложением теории наиболее вая:- 
ных специальных функций. Это переплетение находится в полном 
согласии с историческим развитием и ведет к более глубокому 
пониманию не только асимптотики, но также и специальных 
функций. Ночему, например, рассматривают четыре стандартных 
решения дифференциального уравнения Бесселя, если любое pe- 
шение можно записать в виде линейной комбинации независимой 
пары решений? Удовлетворительного ответа на этот вопрос нелъ- 
зя дать, не будучи знакомым с асимптотической теорией линей- 
ных дифференциальных уравнений. 

Второй особенностью, отличающей эту книгу от существую- 
щих монографий, является рассмотрение оценок остаточных чле- 
нов, или методов получения таких оценок, для большинства 
приближений и разложений. Эффективные оценки имеют очевид- 
ную важность в приложениях. Они также дают возможность 
заглянуть в природу и в надежность асимитотических приближе- 
ний, особенно когда имеется более чем одна переменная, и этим 
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часто исключают необходимость в несколько неудовлетворитель- 
ном понятии обобщенных асимптотических разложений. Методы 
анализа остаточных членов развиваются систематически лишь 
в течение последних десяти лет, и многие результаты, излозжкен- 
ные в этой книге, ранее не публиковались. В, 

Содержание глав распределено следующим образом. В гла- 
ве 1 введены основные понятия и определения асимитотической 
теории. Теория асимптотических разложений для определенных 
интегралов, содержащих параметр, изложена в главах 3, 4 и 9, 
для обыкновенных линейных дифференциальных уравнений — 
в главах 6, 7, 10—13; для рядов и последовательностей — в гла- 
ве 8. Специальные функции вводятся в главе 2 и их свойства 
излагаются в большинстве последующих глав, особенно в главах 
4, 5, 7, 8, 10—12. В главе 5 дано также введение в аналитиче- 
скую теорию обыкновенных дифференциальных уравнений. На- 
конец, в главе 14 кратко рассмотрены методы оценки остатков 
в асимитотических приближениях и разложевиях. 

Вводный курс, занимающий один семестр, может быть осно- 
ван на главах 1—3, а также на первых частях глав 4—7'). 
Оставшимся главам можно посвятить второй семестр; отбор Ma- 
териала преподавателем зависит от того, на чем желательно 
сосредоточить внимание — на специальных функциях или на 
асимптотико. Предварительным требованием является хорошее 
знапие основных понятий современного анализа и теории функ- 
ций комилексной переменной. Предварительные знания обык- 
новенных дифференциальных уравнений полезны, но не обяза- 
тельны. Курс теории функций действительной переменной не 
является необходимым; все встречающиеся интегралы являются 
интегралами Римана. Звездочка *, поставленная у номеров неко- 
торых параграфов и пунктов, означает, что изложенный в них 
материал может быть пропущен без ущерба для понимания даль- 
нейшего материала. Почти во всех главах имеются примеры и 60- 
лее чем 500 упражнений существенно различной сложности. 
Некоторые из этих упражнений являются иллюстративными, 
другие содержат обобщения теории или свойства специальных 
функций, которые важны, но выводятся непосредственно. Учаще- 
муся настоятельно рекомендуется после изучения параграфа 
прочитать все упражнения, независимо от того, будет он их 
делать или нет. Предупреждающие звездочки * относятся к тем 
унражнениям, решение которых отличается повышенной труд- 
ностью или требует большой затраты времени. 

Все главы заканчиваются коротким параграфом, озаглавлен- 
ным «Исторические сведения и дополнительные ссылки». Здесь 


') По этой причине первые семь глав были опубликованы издательством 
Academic Press в виде отдельной книги (учебника) под названием «Введе- 
ние в асимитотические методы и специальные функции». 
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указаны источники, на которых основан материал, изложенный 
в главе, и упомянуты работы, где можно найти дальнейшую 
информацию. 

Библиография помещена в конце книги. Особенно я в долгу 
перед превосходными книгами де Брейна, Копсона, Джеффриса 
и Свирле, Эрдейи, Ватсона, Уиттекера и Ватсона, а также об- 
ширными справочниками, опубликованными по проекту Бейтмена 
и Национальным Бюро стандартов. 

Ценные замечания относительно первых вариантов книги 
сделали Дж. Ф. Миллер (Национальная физическая лаборато- 
рия) и Ф. Стенджер (Университет штата Ута), которые пол- 
ностью прочитали рукопись, а также Р. Б. Дингл (Университет 
Св. Эндрюса), У. Г. Рейд (Чикагский университет) и Ф. Урселл 
(Манчестерский университет), прочитавитие некоторые главы. 
Р. 9. Аски (Висконсинский университет) прочитал окончатель- 
ный вариант, и среди его полезных замечаний были различные 
дополнительные ссылки. Мне доставляет удовольствие выразить 
им всем свою благодарность; я благодарен также миссис 
Линде Ло, лечатавшей варианты книги и помогавшей при кор- 
ректуре, и сотрудникам издательства Academic Press. 

Кроме того, я признателен за неустанные усилия моей жене 
Грейс, которая проводила все численные расчеты, нечатала пер- 
воначальный вариант и помогала при чтении корректуры. 


ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К КНИГЕ 
«INTRODUCTION TO ASYMPTOTICS 
AND SPECIAL FUNCTIONS 


Эта книга содержит семь глав из книги «Асимптотические ме- 
тоды и специальные функции» того же автора. Она публикуется 
отдельно для удобства студентов, которым нужен только вводный 
курс. Ответы к упражнениям, ссылки, указатель обозначений и 
общий указатель были сокращены путем удаления информации, 
не относящейся к первым семи главам. 


ГЛАВА 1. 
ВВЕДЕНИЕ В АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 


$ 1. Происхождение асимптотичееких разложений 
1.1. Рассмотрим интеграл 
а 
F (2) = | е-*! cos tdt ' (4.01) 
a 
при положительных действительных значениях параметра г. 


Попытаемся вычислить его, разлагая cost по степеням ¢ и интег- 
рируя полученный ряд почленно. Мы получим 


a 2 
t dhs t 
а! 


...) в = (.02) 


= 
=~ 
8 
= 
1 
eee 
© 
| 
к 
— 
=> 


ac (4.03) 


1 
— gd 


i 
sl= 


Если z > 1, то последний ряд сходится к сумме 


F(z) = 


ты 


То, что полытка оказалась успешной, можно проверить, выведя 
полученный результат прямо из (1.01) с помощью двух интег- 
рирований по частям; ограничение z >> 1 при этом заменяется 
условием x > 0. 

Проделаем теперь ту же самую процедуру с интегралом 


a —xt 
Giz) = |= - dt. (4.04) 


Мы получим 


° 31 
6 = [е-ча-+в-,,)&=+-В чи... 
6 


(1.05) 
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Этот ряд расходится при всех конечных значениях х и ноэтому 
представляется бессмысленным. 

Почему указанная процедура привела к успеху в первом 
случае и была безрезультатной во втором? Ответ найти нетрудно. 
Разложение cost сходится при всех значениях Lt; более того, оно 
сходится равномерно в любом конечном интервале изменения ft. 
Применение известной теоремы 0б интегрировании бесконечных 
рядов в бесконечном интервале!) показывает, что переход от 
(1.02) к (1.03) полностью оправдан при х >> 1. Во втором же 
случае разложение функции (1+ ¢)~! расходится при t > 1. 
Появление не имеющего смысла выражения в правой части 
формулы (1.05) можно рассматривать как следствие иитегриро- 
вания ряда в интервале, в котором он не сходится равномерно. 

1.2. Если бы наш подход к математическому анализу был 
слишком ортодоксальным. то мы могли бы ограничиться в дан- 
ных примерах приведенными рассуждениями. 

Предиоложим, однако, что мы допускаем эвристический под- 
ход, и понытаемся просуммировать ряд (1.05) численно для 
некоторого значения х, например, для x = 10. 

Первые четыре члена имеют вид 


0,1000 — 0,0100 -- 0,0020 — 0,0006, (1.06) 


а соответствующая сумма равна 0,0914. И, что удивительно, эта 
величина очень близка к истинному значению С (10) =0,09156?). 

Чтобы понять причину этого неожиданного успеха, рассмот- 
рим разность г,(х) между G(r) и п-й частичной суммой 


ряда (1.05), 
г, (=) = G(x) — 8» (2), 
i 1 и -1(n— 1)! 
6 (2) = ste mee С =e 


Здесь и произвольно, а &(£) называется остаточным членом 
или остатком, а точнее, и-м остаточным членом или п-м остатком. 
Так как 


1 2 2 n-tyn-1 (= 1)" 
pitta. tte SE, 
подстановка этого выражения в (1.04) дает 
® т„—х! 
г, (2) =" [| at. (1.07) 


0 


1) Бромуич (1926, $ 175—176). Эта теорема сформулирована полностью 
виже (глава 2, теорема 8). 

2) Полученному при численном интегрировании (1.04) или из таблиц, 
экспоненциальных интегралов; сравните $ 3.1 главы 2. 
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< 
Очевидно, что 


co 
len (2) < \ пе“ = am (1.08) 
d т . 
Другими словами, частичные суммы ряда (1.05) приближают 
функцию G(x) с ошибкой, численно меньшей первого отбрасы- 
ваемого члена ряда. Из (1.07) видно также, что ошибка имеет 
знак, совпадающий со знаком этого члена ряда. Поскольку сле- 
дующий член в (1.06) равен 0,00024, это полностью объясняет 
близость значения 0.0914 величины g,(10) к С (10). 

1.3. Таким образом, разложение (1.05) имеет скрытый смысл: 
его можно рассматривать как последовательность приближений 
{1„(т)} к значению G(x). В этом смысле оно аналогично сходя- 
щемуся разложению, например (1.03). Поэтому на практике мы 
можем не вычислять бесконечное число членов сходящегося 
ряда; мы заканчиваем суммирование, как только убеждаемся, 
что вклад остатка пренебрежимо мал по сравнению с требуемой 
точностью. Здесь имеются, однако, два важных различия. 

Во-первых, ошибку #„(х) нельзя представить как сумму члепов 
остатка. Во-вторых. частичная сумма сходящегося ряда стано- 
вится, по определению. произвольно близкой к сумме ряда, ког- 
да число членов неограниченно возрастает. В случае (1.05) это 
не Tak: при данном значении х последовательные члены ряда 
{—1) '5$!/2*+1 монотонно убывают до тех пор, пока 5$ не становит- 
ся больше [7], целой части т. После этого они неограниченно 
возрастают. Поэтому частичные суммы g,(2) сначала приближа- 
ют G(x), но когда п проходит значение [x], ошибки начинают 
расти и, в конце концов. очень сильно осциллировать '). 

Существенное отличие состоит, таким образом, в TOM, что 
в то время как сумма сходящегося ряда может быть вычислена 
с произвольно болышой точностью при достаточной затрате вре- 
мени, точность значения G(x), вычисленного с помощью частич- 
ных сумм #,(т) из (1.05), ограничена. Лучшее, что мы можем 
сделать при заданном значении x, это представить G(x) частич- 
ной суммой #,.:(2). Абсолютная ошибка этого представления 
ограничена величиной [2] !/х' +1, а относительная ошибка — при- 
близительно величиной [2]!/хе1. 

Хотя точность и ограничена, она очень высока. Например, 
если х = 10, то [хх =0,36 . 10-32). Поэтому при х > 10 
значение G(r) можно найти из (1.05) с точностью по крайней 
мере до трех значащих цифр, что в некоторых случаях является 
достаточным. При 22100 получаются 42 значащие цифры; 


1) По этой причине ряды такого типа называют полусходящимися- 
2) Здесь и всюду далее знак = обозначает приближенное равенство. 
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немногие вычисления в прикладных науках требуют даже отда- 
ленно такой точности. 

До сих пор мы рассматривали поведение последовательности 
{=„(=)} при фиксированном x и изменяющемся п. Если же вме- 
сто этого фиксировать и, то можно ожидать в силу (1.08), что 
#„(т) даст лучшее приближение для G(x), чем любая другая 
частичная сумма, когда х лежит в интервале п < х<п--1). 
Таким образом, викакое приближение не является «лучшим» во 
всеобъемлющем смысле; каждое из них имеет интервал, в кото- 
ром оно имеет преимущества. 

1.4. Разложение (1.05) является типичным для широкого 
класса расходящихся рядов, получаемых из интегральных пред- 
ставлений, дифференциальных уравнений и, вообще всюду, где 
нарушаются условия, унравляющие применимостью аналитиче- 
ских преобразований. Тем не менее в восемнадцатом веке такие 
разложения широко использовались в численных и аналитиче- 
ских расчетах многими математиками, в частности, Эйлером. 
В отличие от приведенных выше рассуждений относительно 
функции G(x), тогда было мало что известно об ошибках в при- 
ближении функций такими методами, и поэтому иногда следстви- 
ем были значительные неточности. В начале девятнадцатого века 
Абель, Коши и другие нредприняли полытку поставить матема- 
тический анализ на прочную основу. Одним из результатов было 
введение полного запрета на использование расходящихся рядов, 
хотя, кажется, этот шаг сопровождался некоторым сопротив- 
лением. 

В течение последовавшей половины столетия не было сдела- 
но ни одной попытки реабилитировать использование расходя- 
щихся рядов. Двумя требованиями для удовлетворительной 
общей теории были, во-первых, чтобы она была применима 
к большинству известных рядов, и, во-вторых, чтобы она допу- 
скала элементарные операции, включающие сложение, умноже- 
ние, деление, подстановку, интегрирование, дифференцирование 
и обращение. Ни одно из требований не выполняется, если, напри- 
мер, мы ограничимся рассмотрением рядов, остаточные члены ко- 
торых ограничены но ‘величине первым отброшенным членом. 

Но в конце концов обоим требованиям удовлетворило введен- 
ное Пуанкаре в 1886 году понятие, которое он назвал асимпто- 
тическим разложением. Соответствующее определение будет дано 
ниже в $ 7.4. Как мы увидим, теория Пуанкаре охватывает 
широкий класс часто использхемых расходящихся рядов, и. все 
элементарные операции в ней допустимы (с некоторыми незна- 
чительными ограничениями в случае дифференцирования). 


1) Поскольку (1.08) дает оценку, а не действительное значение |е„ (т)|, 
интервал, в котором gn(z) дает наилучшее приближение, может несколько 
отличаться от п << п-1. 
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$ 2. Символы —, оиО!) 


2.1. Чтобы описать поведение при х-— oo интересующей нас 
функции f(z) в терминах известной функции $(5), мы часто 
будем использовать следующие обозначения, введенные Бахма- 
ном и Ландау 2). Предноложим сначала, что х — действительная 
переменная. На бесконечности ф(х) может стремиться к пулю, 
к бесконечности или иметь какое-либо другое поведение — ника- 
ких ограничений мы пе налагаем. 

1) Если отношение f(7)/p(x) стремится к единице, то мы 
пищем 

f(x) ~ @(2) (2—0) 
или, короче, f ~ Ф. В этом случае мы говорим, что f асимптоти- 
чески приближается к ф или ф является асимптотическим приб- 
лижением функции [. 

2) Если [(2)/ф(х)—0, мы пишем 


f(x) = 0{$(=)} (x ©) 
или, короче f = 0($): в этом случае мы говорим, что порядок 


[ меньше, чем порядок фз). 
3) Если отношение |7(х)/ф(5) | ограничено, то мы пишем 


f(z) = Ofp(z)} (we) 


или == O(@)} в этом случае говорят, что функция ] имеет поря- 
док. не превосходящий порядка ф3). 

В частности, соотношение f =0(1) («— 09) просто означает, 
что f стремится к нулю при 1—0; соотношение ] = О(1) 
(20 <) означает, что величина |/| ограпичена при 5 -— co, 

Простые примеры: 


sha = О (2*). 


2.2. Сравнивая 1), 2) и 3), мы замечаем, что 1) и 2) взаимно 
исключают друг друга. Кроме того, каждое из них является ча- 
стным случаем соотпошения 3) и, если применимо, несет больше 
информации, чем 3). 


1) Эти символы определяют отношения порядка.— Прим. перев. 

2) Ландау (1927, т. 2. стр. 3—5). 

3) В случае, когда функция ф не является действительной и положитель- 
ной, некоторые авторы используют в определении знак абсолютной величи- 
ны, т. е. f(z) = 0(|$(2)|. Аналогично в определении 3). ы 
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Далее, символ О иногда связывают не с предельной точкой со, 
а с интервалом [а, с0)'). Таким образом, соотношение 


f(t) = 0{$(т)} при 2е[а, со) (2.01) 


просто означает, что величина |/(5)/ф(2)| ограничена в интер- 
вале а < х< ©. Однако ни один из символов ~ или о нельзя 
использовать таким образом. 

Из соотношения (2.01) вытекает существование такого числа 


К, что 
17) [< К|Ф(2)| (#24), (2.02) 


причем о действительной величине K оно информации не дает. 
Конечно, если неравенство (2.02) выполняется для некоторого 
значения К, то оно также выполняется и для любого большего 
значения; таким образом, существует бесконечное множество 
возможных значений А. Наименьшую верхнюю грань значений 
отношения |7(2)/Ф(т)| в интервале [а, co) мы будем называть 
граничной постоянной?) в этом интервале. 

2.3. Обозначения 0(ф) и О(ф} можно также использовать 
для обозначения классов функций | со свойствами 2) и 3) соот- 
ветственно, или просто функций с этими свойствами. 

Таким образом, символ о(ф) не обязательно означает каждый 
раз одну и ту же функцию 7. Аналогичные соглашения приме- 
няются также для О(ф). Например, 


0(Ф) + 0($) = о($), 0(Ф)=0($). 


Следует отметить, что многие соотнощения такого типа, включая 
второй пример, необратимы: равенство О(ф) = 0(ф) неверно. 
В то же время все соотношения с символами — обратимы. 

В качестве примера приведем выражение 


e*{1-+0(1)}-+e-™ {1 + о(1)} = 2 созх - о(1). (2.03) 


Ero легко проверить, представляя e** в виде cosxtising 
и вспоминая, что тригонометрические функции ограничены. He- 
обходимо отметить еще тот важный момент, что правую часть 
соотнощения (2.03) нельзя переписать в виде 2{4 --0(1)} созх, 
так как это означало бы, что левая часть точно равна нулю, если 
x — нечетное кратное л/2. В общем случае это не так, поскольку 
функции, представленные членом 0(1), могут быть различными. 


1) В этой книге мы принимаем стандартное обозначение (а, 5) для OT- 
крытого интервала а < x < 5); [а, 6] — для соответствующего замкнутого ин- 
тервала a <x < b; (а, 6] и [а, b) для замкнутых с одной стороны интерва- 
лова < хриа=< т < 6 соответственно. 

2) В оригинале implied constant.— Ирим. перев. 
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УПРАЖНЕНИЯ 
2.11). Доказать, что если у — любое фиксированное число, TO ZY = o(e*) 
иех = 0(z). Доказать также, что In x = 0(2*) при Rev > 0. 
2.2. Показать, что 
#+0(1) = 0(1),  {0(2)}? = O(27) = о(1"). 
2.3. Показать, что 
с03{0{=-!)} =0(1), зт{0(27!)} == O(2-') 


cos{z + a+ о(1)} = с0$(х + a) + о(1), 
где а — действительная постоянная. 
2.4. Верно ли соотношение 
{i+ 0(1)} cha— {1+ o(1)}shz == {1+ 0(4)}e-*? 

2.5. Показать, что 
0($)0($) = 0(%$), 0(Ф)0($) =o (HH), OCG) +0($) = 9(]Ф1 + 11. 
2.6. Чему равняется граничная постоянная в соотношениях 

(&+12=0(2), (2? —1/2)"* = 0(т), x? = O(e*) 


в интервале [1, со)? 

2.7. Доказать, что если f ~ @, то f == {1 + 0(1)}ф. Показать, что обратное 
справедливо, если бесконечность не является предельной точкой нулей фун- 
кции Ф. 

2.8. Пусть ¢(x) — положительная невозрастающая функция хи f(z) ~ 
~ Ф(2) при z—> ©. С помощью предыдущего упражнения показать, что 


sp 709 @>e). 


tE(x, 00. 


и 


$ 3. Символы —, ди О (продолжение) 


3.1. Определения, введенные в $ 2.1, можно обобщить не- 
сколькими способами. Например, переменная x не обязательно 
должна быть непрерывной; она может стремиться к бесконечно- 
сти по последовательности значений. Таким образом, 


эт(ли + 1/n) = O(4/n) (n— о) 


при условии, что и — целые числа. 

Далее, мы не обязаны ограничивать рассмотрение поведением 
отношения ](2)/ф(х) лишь при z— oo; определения 1), 2) и 3) 
из $ 2.1 применимы и в случае, когда х стремится к любой ко- 
нечной точке с. Например, если с 0, то при х—с 


{22° — 62) /x? ~ 2(x —c)/e = О(х— в) = o(4). 
Tlasozem с выделенной точкой асимптотического разложения. 


1) В упр. 2.1—2.5 предполагается, что рассматриваются больтие поло- 
жительные значения независимой переменной г. 


2Ф. Олвер 
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3.2. Следующее обобщение касается комплексных перемен- 
ных. Пусть $ — данный бесконечный сектор «a < argz< В, где 
argz обозначает аргумент переменной 2. Предположим, что для 
некоторого значения A существует такое не зависящее от ares 
число A, что 


12) | = К]$(2)| (ce S(R)), (3.01) 


rae S(R) обозиачает пересечение $ с множеством |2|> В. 
В этом случае мы будем говорить, что (2) = О{$(2)} при zc 
в $ или просто /(2) = 0{$(2)} в S(R). Таким образом, символ 
о автоматически подразумевает равномерность относительно 
argz'). Аналогично для символов ~ и о. 

В дальнейшем определенное только что множество точек 
$(А) мы будем называть бесконечным сектором или просто сек- 
тором. Вершины и угол сектора 8 будут также называться вер- 
шиной и углом сектора S(R). 

Наименьшее число, удовлетворяющее неравенству (3.01), 
называется граничной постоянной для S(R). В действительности 
не имеется особых оснований рассматривать секторы; определе- 
ния Tak же хорошо применимы к любой области (т. е. к множе- 
ству точек в комилексной плоскости), имеющей бесконечность 
или какую-нибудь другую выделенную точку в качестве предель- 
ной (cp. упр. 3.2, приведениое ниже). 

3.3. В качестве важного примера использования введенных 
вышине обозначений можно рассмотреть остаток сходящегося сте- 
пенного ряда. 


Теорема 3.1. Пусть ряд УХ а,2’ сходится при |z}<r. 
s=0 


Тогда для фиксированного п 


© 


У 
— Ty 
bon 


= 0 (z") 


в любом круге |2| < р, где р <r. 
Доказательство. Пусть р’— любое число из интервала 
Is 
(о, г). Тогда 4,9 °>Onpu s—0o; следовательно, существует 
такая постоянная А, что 
lale*<A 6=0,4,2,...). 


Поэтому 
= му, 1-м,” 
У а," | < Pact.” al ae let" 


Cc) “м рев 


Теорема доказана. 


1) He все авторы используют О и два других символа в таком смысле, 
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Типичным примером может служить соотношение 
In{4+O(z)}=O(z) — (2—0). 


3.4. Асимптотическое соотношение или отношение порядка 
может обладать свойствами равномерности относительно других 
переменных или параметров. Например, если и — параметр из 
интервала [0, а], где а — положительная постоянная, то 


ce — 0 (e”*) 


при z->cCO в правой полуплоскости равномерно относительно в 
(м arg 2). Области с указанными свойствами часто взаимозависи- 
мы: интервал [—a, 0] и левая половина 2-плоскости дают дру- 
гую допустимую комбинацию областей, 


УПРАЖНЕПИЯ 

3.1. Пусть 6 — положительная постоянная; показать, что chz ~ e7/2 при 
z—> oo в секторе jarg2| < л/2 —б и что это не так в секторе jargz| < л/2. 

3.2. Показать, что e~*" 2 == 0(1} при 2 —* oo в полуполосе 


Ве: > 0, [Im 2| < л/2--6 < л/2. 


3.3. Пусть р — фиксированное положительное число. Вычислить гранич- 
пую постоянную в соотношении г-* = 0(2-2) в секторе |агб =] < л/2—6 < 
< л/2 и показать, что она стремится в бесконечности при 6 —+ 0. 

3.4. Предположим, что p(x) > 0, р — действительная постоянная и f(x) — 
~ g(r) при х — oo, С помошью теоремы 3.1 показать, что {f(x)}? ~ 

ф<(т)}Р и In{f(z)} ~ {(2)}, если во втором случае функция ф(х) от- 
траничена 1) от единицы. 

Показать также, что соотношение ef(*) ~ е\=) может оказаться не- 


верным. 

3.5. Пусть х изменяется в интервале [0, 6], где 8 — положительная по- 
стоянная, а f(u, x) — положительная действительная функция, причем 
Ци, <) = O(u) при и — 0 равномерно относительно =. Показать, что 


(e+ f(y, ay! = ot Обь 
при u—> 0 равномерно относительно и. 


$ 4. Интегрирование и дифференцирование 
асимлтотических соотношений и отношений порядка 


4.1. Асимптотические соотношения и отношения порядка 
можно, как правило, интегрировать при условии, что справедли- 
вы некоторые очевидные ограничения, касающиеся сходимости 
интегралов. Предположим, например, что ](1)— интогрируемая 


1) т.е. существует такое число г > 0, что |ф(5) — | > г. 
2* 
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функция действительной переменной <, причем f(r) ~ 2’ up 
1—0, где v— действительная или комнлексная постоянная. 
Пусть а — любое конечное действительное число. Тогда при 
1- со имеем 


Sp@ae~—2 44) (Rev<—t), (491) 
: с (Rev<—1), 

fio dt~) тг (v= —14), (4.02) 
ы ИДУ (Rev>—1), 


где с — постоянная величина. 

Докажем, например, rere соотношение из (4.02), Имеем 
f(z) = x {1+ 1(х)}, где |1 (2) |<а, если < > Х > 0, причем Х 
выбирается по произвольно заданному положительному числу &. 
Следовательно, если x > Х, то 


Е x x 
ров [гл 
и поэтому 
x sas x 
о @—1 tl а в —- Jf ene dt. 
a x 


Первые два члена в правой части последнего равенства стремят- 
--1|= 
| 


aa у 
ся к нулю при т-> ©, а третии член ограничен числом > Rov’ 


т 
Отсюда вытекает искомое соотношение. 

Формулы (4.01) и (4.02) непосредственно обобщаются на ин- 
тегралы в комплексной области. 

4.2. Дифференцирование асимптотических соотношений и 
отношений порядка не всегда допустимо. Например, если f(x) == 
=2r-+cosz, то f(r)~x при xr, но утверждение, что 
Г (1) — 1, неверно. Для того чтобы дифференцирование было 
возможно, необходимы дополнительные условия. Для действи- 
тельных переменных эти условия можно сформулировать в тер- 
минах монотонности производной. 

Теорема 4.1'). Пусть 1(2)— непрерывно дифференцируе- 
мая функция и f(x) — 2 при т-+ oo, эде р(>1) — постоянная. 
Тогда если | (т) — неубывающая функция при всех достаточно 
больших значениях т, то 7 (1) — р?—'. 


1) Де Брейн (1961, $ 7.3). 
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Доказательство. Имеем  }(5)= 1?{1-+- п(2)}, где 
[п (2) | < & при x > Х, Х — некоторое положительное число, е — 
произвольное число из интервала (0, 1). Если # > 0, то 
xh 


hf (< | fMat=f(2+h) —flx) = 
xth 
= } pe ldt Е (хе В — = (< 
= Hin (a + hy?! 4. Qe (2 + h)?. 
Положим h = e! x. Тогда 
f (x) S рее (Ев) 21 ely} (a > X). 
Аналогично, 


роза ар) (#> ит) 


Теорема доказана. : 

Другой результат этого типа установлен ниже в упр. 4.4. 
Следует, однако, отметить, что условие монотонности /[’(х) часто 
трулно проверить, поскольку f(x) и является той функцией, 
свойства которой требуется установить. 

4.3. В комилексной плоскости дифференцирование асимпто- 
тических соотношений и отношений порядка обычно допустимо 
в подобластях области, где они справедливы. Важным частным 
случаем является следующая теорема. 

Теорема 4.2'). Пусть функция f(z) голоморфна?) в обла- 
сти, содержащей замкнутый сектор $, и 


2) = 0(2?) (или f(z) =0(2?)) (4.03) 
при t->+0o в $, где р— любое фиксированное действительное 
число. Тогда 

1 (2) = O(22-") (или /” (2) = 0(27")) (4.04) 
при &— оо в любом замкнутом секторе С, лежащем строго внут- 
ри $ и имеющем ту же вершину. 


Доказательство основано на интегральной формуле Коши для 
т-й производной аналитической функции 


{т) __ т f(t)dt 
"(= в Je yn (4.05) 


где путь ® — окружность, обходящая точку t = z. ` 


1) Purr (1918). 
2) То есть аналитична. 
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Существенной причиной того, что точку z нужно в конечном 
результате считать принадлежащей внутренности области, явля- 
ется пеобходимость проведения пути ® в $. 

Так как |z—const|? > |2|?, то вершину сектора $ можно 
без потери общности взять в начале координат. Пусть $ опреде- 
лен неравенствами © < argz< В, |2| > В; рассмотрим сектор $’, 
заданный условиями 


a+d<argz<p—6, * || 1’, 


mn rm R . 
хде 6 — положительный острый угол и В’ т (р 4.1). 


Выбирая 6 достаточно малым, мы можем добиться, чтобы секто 
, р 
$ содержал С. Возьмем в формуле 


4 lzising % (4.05) путь @ в виде [f—2]/= 
t \ д Г ==|2|зт 8. Тогда 


Jz} (1 — зт 8) = || = |2! (4-Е эт 8). 


| 
7 
| 
| Следовательно, [© $, если z& S’. Кро- 
ме того, если К — гранимная посто- 
япная в (4.03) для $, то 


("КР аз 8)", 


(12| sin 6)” 


где верхний или нижний знаки вы- 
бираются соответственно условиям 
p20 или р< 0. В любом случае 
Рис. 4.1. Секторы 5, 5". f(z) имеет порядок O(2?-"), что 

и требовалось доказать. Доказатель- 

ство в случае, когда символ О в (4.03) заменен на 0, аналогично. 
Мы попутно показали, что граничная постоянная в формуле 
(4.04) в секторе $’ не превосходит m! (cosec 8)” (4 = sin 8)”К, 
но поскольку эта оценка стремится к бесконечности при 6—0, 
мы не можем сделать вывод, что формула (4.04) справедлива в $. 


УПРАЖНЕНИЯ 
4.1. Показать, что если функция f(x) кепрерывна и f(r) == of{p(z)} при 
х 
z—> oo, где p(x) — положительная неубывающая функция т, то fro 4 = 
а 


== o{xp(z)}. 
42. Можно ожидать, что в случае Rev = —1, Imv #0, результат, co- 


ответствующий (4.02), имеет вид | (t) dt = O (1). Показать, что это неверно, 


a 
на примере функции f(z) == 2*#-! +L (2 In z)—!, где р — действительно. 
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4.3. Пусть и и x лежат в интервале [1, со); показать, что 


г 
dt Фар из 
5 ПРЕ) С +0(2,)+0(3} 


44, Преднолоя:им, что f(x) = 2? 4+ O(x) при х — o, a {(т} не:рерывна 
и не убывает при всех достаточно болыпих х. Показать, что jf’ (r) == 2; + 
+0(:*). 

4.5. Предположим, что вместо условия (4.03) справедливо соотномение 
f(s) ~ ^, где у— ненулевая действительная или комилексная постоянная. 
Вывести из теоремы 4.2, что { (2) ~ vz’-! при 2 —* o в С. 

4.6. Пусть Т и Т’ обозначают полуполосы 


Т: а < Ш: в, Rez > р, 
TY: a+6<Imz<p—6, Rez > р, 


red com + (В — <). Предположим, ate функция f(z) голоморфна 


в Ти f(z) 
д ов T’ 
4.7, Показать, что результат упражнения 4.6 останется справелливым, 
если оба члена O(e*) заменить на O(2”), где р — действительная постоянная. 
Показать затем, что соотношение f(z) = 0(2?-1) неверно, на примере 
функции =Ре!*. 


О(е:) при =—+о в Т. Показать, что f’(z) = 0(е?) пра 


$ 5. Асимитотическое решение транецендентных уравнений: 
действительные переменные 


5.1. Рассмотрим уравнение 
az+the = и, 


в котором и — действительный параметр. Левая часть уравнения 
является строго возрастающей функцией х. Следовательно, для 
каждого значения и существует точно один действительный ко- 
рень x(uz) (в этом легко убедиться графически). Каково асимито- 
тическое поведение 2(и) при болыпих положительных значе- 
ниях и? 

Если x велико, поведение левой части определяется первым 
членом. Поэтому мы переносим tha в правую часть и рассматри- 
ваем его как «поправку»: 


&=и— Их. | 
Так как |thz|< 1, то отсюда следует, что 
2(и) - и (u— оо). (5.01) 


Это — первое асимптотическое приближение для корня. Резуль- 
тат немедленно улучшается, если вспомнить, что thx == 1--0(1) 
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при 5 -+ CO; таким образом, 
#=и—1-+0(1) (uo), (5.02) 


Чтобы получить следующие приближения, мы разложим 
the в ряд, удобный при больших x, а именно: 


tha = 4 — 2e-* + 2e-** — Je“ 4, (x > 0) 


и снова выразим х через и. Из (5.02) видно, что е-?* == O(en*")!), 
Отсюда с помощью теоремы 3.1 получаем 


х=и— 1 O(e*)=u—14 Ole). 
Следующий шаг дает 


a= u—1-+ 2exp{—2u + 2+ O(e-")}+ О(г-“) = 
=u-142240(e-"), (5.08) 


Продолжение этого процесса дает последовательность прибли- 
жений с ошибками, асимптотический порядок которых постоян- 
по убывает. Сходимость этой последовательности при неограни- 
ченном возрастании числа птагов на основе проведенных рассуж- 
дений увидеть трудно, но численные возможности этого процесса 
можно оценить, взяв, например, и =5 и не учитывая ошибку 
O(e-*") в (5.03). Мы найдем, что x == 4.0006709, ..., в то время 
как точное значение, полученное стандартными численными ме- 
тодами *), равно 4,0006698... 

5.2. Второй пример, характеризующий тот же самый подход, 
касается отыскания больших положительных корчей уравнения 


дет =i. 
Это уравнение можно обратить следующим образом: 
1 
х==пл + arclg —, 


тде п- целое число, а арктангенс принимает главное значение. 
Так как в этом случае ои изменяется в интервале (—л/2, л/2), 
мы находим, что 4 ^^ пл при п-* ©. 

Далее, если х > 1, то 


1 ее 1 
я 3 Т 525 1 


arclg 


') Следует отметить, что это COOTHOMeHNe пельзя вывести прямо из 


(5.01). 
2) Оценка остатка для (5.03) указана ниже в yup. 5.3. 
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Следовательно, x == ил |- 0(1/5) = an+ O(n-'). Следующие две 
подстановки О 


д = пл - ни +0(+ r)s ann ++ — sh +0(4), 


и так далее. 
5.3. В качестве третьего примера рассмотрим уравнение 


2—Inz=—u, (5.04) 


в котором и — снова большой положительный параметр. Этот 
пример отличается от предыдущих тем, что «поправка» шх не 
ограничена при 2-00. Чтобы разобраться с уравнением (5.04) 
и с аналогичными уравнениями, мы установим следующий прос- 
той общий результат. 

Теорема 5.1. Пусть функция f(&) непрерывна, строго воз- 
растает в интервале а < $ < ® и 


К -Е (E> 00). (5.05) 


Обозначим через E(u) корень уравнения 
К =и, (5.06) 
лежащий в интервале (а, 00), когда и > f(a). Тогда 
Е(и) - и (u— о). (5.07) 
Графическое рассмотрение показывает, что корень E(u) един- 
ствен, возрастает и неограничен при и- о. Из (5.05) и (5.06) 
имеем и = {1 --0(1)}5 при &— 05, и поэтому также и при и— 
— <. Деление на 1-0(1) дает тогда соотношение Е = 
= {1+ 0(1)}u, эквивалентное oe 
5.4. и к примеру (5.04). В нем &=2? и (=) = 
==€—(In€)/2. Поэтому функция f(E) строго возрастает при 
$ > 1/2, и из теоремы следует, что & ~ и при и-= 00; таким об- 


разом, 
хи" {1 --0(1)} (и оо). 


Подставляя это приближение в правую часть уравнения 
2? = и Шт, (5.08) 
и вспоминая, что ш {1 + 0(1)} = 0(1), мы получаем 
1 
a =и-- > Inu + o(f), 


откуда (теорема 3.1) 


go ий {1 eft ine о (+) 
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Как ив $$ 5.1 и 5.2, подстановки можно продолжить неограни- 
ченно и получить для решения асимпитотическое разложение лю- 
бого порядка. 


УПРАЖНЕНИЯ 


5.1. Доказать, что корень уравнения х1х = и, леманий в ивтерваль 
‚ имеет вид 


== 1 (1-и he uy 


тя и 2-0) (u оо). 


5.2. Показать, что большие положательные корви уравнения 0х =т 
даются асимптотической формулой 


== ии Вр 2-05) (и 00), 


где м = (п + 12) л, а п — положительное цезое чпело. 
5.3. Показать, что в иримере из $ 5.1 при и>>0 справедливо соотно- 
шение 


х=и— 1+ 20.е-2+2, 


и, следовательно, 
z= U— A$ 22-2442 — 40 ye 444, 


где $; и 9> — искоторые числа из интервала (0, 4). 

5.4. Пусть М (2)с0$ 0 (т) == соб х + 0(1) и M(x) sin 0 (=) = sin x + 0(1) 
при 1 —+ ©. где функция М(х) положительна, а O(c) — действительна и не- 
прерывна. Доказать, что 


М(=) =1+0(1), 6(2) ==+2тл+ (1), 


тде т — пелое число. 
5.5. Доказать, что при больном положительном и действительные корни 
уравнения хе!/* = е* имеют вид 


= Ми о), 


и и? 


—¥ 1-0 (2%), 


5.6. (Оценка остаточного члена для теоремы 5.1.) Пусть ЕЁ — ноложитель- 
ная переменкая и }(Е) — строго возрастающая непрерывная функция, удов- 
летворяющая условию 

11(5) — ЕЁ < #5 *, 
тде К и р— положительные постоянные. Показать, что если и > 0 и если 
можно найти такое положительное число § & (0, 1), для которого 6 (1—6) >> 
> ku-?-', то положительный корень уравнения {(Е) = и лежит в интервале 


{и — иб, и + ud), Вывести отсюда, что если Г — произвольное число, превос- 
ходящее k, то корень удовлетворяет неравенству 


1§—ul < #12{(1— Ки} -? 


при условии и > КЕ — ®)-Р/(Р+). 
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5.7. Показать, что при больших и положительный корень уравнения 
2 шт = и дается формулой 


= (и) attic, 


luu 


Показать также, что при и > e 


a и < <( ие 


$ 6. Асимптотическое решение трансцендентных уравнений: 
комплексные переменные 


6.1. Предположим теперь, что f(z) — аналитическая функция 
комплексной переменной 2, голоморфная в области, содержащей 
замкнутый сектор $ с вершиной в начале координат и углом, 
меньшим 2л. Допустим, что 

Кн (1 в 3). (6.01) 


Тогда соотношение 


и == f (2) (6.02) 


отображает $ на некоторую неограниченную область Ц. Сущест- 
венная трудность при установлении результата, аналогичного тео- 
реме eh; состоит в том, что нужно наложить на 2 и ц такие ус- 
ловия, чтобы эти переменные были связаны взаимно однозначно. 

Теорема 6.1. Пусть $, и $: — замкнутые сехторы с верши- 
нами в начале координат, причем $4 лежит строго внутри задан- 
ного сектора $, а $» лежит строго внутри $1. 

1) Если граничные дуги секторов 81 и So имеют достаточно 
большой радиус, то уравнение (6.02) имеет точно один корень 
2(и) в S; при любом ие». 

2) &(и) ~ и при и оо на $). 

Для доказательства положим 

К) == 24+ §(2). 
Из (6.01) и теоремы Ритта ($ 4.3) следует, что &’(z)=o(1) при 
2—0 в $1. Пусть 21 и 22 — две любые различные точки сектора 
Si, причем |21| = |22|. Тогда ‘^ 
1 (22) — Ца) = (1 + 8) (2—2), (6.03) 


где O= (5 (22) — §(21)} (21 — 22). 

6.2. Первый шаг состоит в доказательстве того, что если pa- 
диус а! граничной дуги сектора $1 достаточно велик, то |9| < 1 
для всех 21 и 2> из $1. Очевидно, 

ti 
joj =|— } (ра < ИН 5, 
2: 20 


12, — 244 


a 
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где 5 — максимальное значение (обязательно конечное) функции 
|" (2) | в $, а Ца, 22) — длина пути интегрирования. 

Рис. 6.1 показывает, что в некоторых случаях мы не можем 
интегрировать вдоль прямолинейного отрезка, соединяющего точ- 
ки 31 И 22, оставаясь при этом впутри $1; на рисунке 0; = arg 21 
и 0) == arg =. Однако мы всегда можем взять в качестве пути 
интегрирования дугу окружности @ с центром в Ё == 0 и прохо- 
дящую от 21 до 24==|2: |e" вместе с отрезком Я, соединяющим 
23 И 22. Так как угол 21230 во всех случаях меньше, чем 1/2, обе 
величины |23—21| и |23—22| ограничены величиной |22—42\|. 
Обозначая угол сектора $1 через в, имеем 


1 (21, 22) длина Я длина ® 


- —4 4 
eect = = 
а а | [28 —2el [29—21 | Rata 


0, —0 
Le Ч. <k, 


a | 


тде k = 1-+ (0/2)cosec 0/2, причем значение К конечно, посколь- 
куб < 21. 

"Таким образом, |9 | <6. При a; оо мы имеем 6-0. Сле- 
Довательно, |$| < 1 при достаточ- 
но больших a), что и требовалось 
доказать. 

6.3. Ссылка на формулу (6.03) 
показывает, что #/(21) 5 /(25). Ио- 
этому функция (6.02) коиформ- 
но отображает $; на некоторую 
область И! переменной и. 

Рассмотрим границы U;. Для 
больших |2| имеем 


arg {/(z)} = arg 2-Е arg {t+ 
+ 218 (z)} =arg z+ o(1). 


Рис. 6.1. {- плоскость. Следовательно, в окрестности бес- 
конечности U; содержит So. Дру- 
тая граница U; соответствует дуге |2| = ал. На этой дуге 


аура] + 271842) | < 24 


при достаточно болыших a. Поэтому сектор $2 целиком содер- 
жится в 0; при условии, что радиус его граничной дуги доста- 
точно велик. Этим установлено утверждение 1). 

Чтобы доказать 2), заметим, что для заданного в (>>0) чис- 
ло а! можно выбрать таким образом, чтобы 


12—15 (2) [< =(4 =) 1 
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при 2 & $1. Тогда 
и) 


и 


= (1+ =)! 


— = (2-1)! 


Условие 2(и)е= $, может быть удовлетворено для всех u@S», ес- 
ли снова выбрать ap достаточно большим. Доказательство теоремы 
6.1 тем самым завертено. 


УПРАЖНЕНИЕ 


6.1. Показать, что если т — целое число или нуль. то в секторе (т — 
— 1/2) д < args < (m+ 2) д большие значения нулей функции ztgz—Inz 
Амотся формулой 


лота |1 а. Мил) > mai {Unni} 
2 = нле [ | aE Ч) 


где п — болыное ноложительное целое число. 


$ 7. Определение и основные свойства 
асимитотических разложений 


7.1. Пусть f(z) — функция действительной или комплексной 
переменной 2, 2¢,2 — формальный степенной ряд (сходящийся 
или расходящийся). а А, (=) — разность между f(z) и п-й частич- 
ной суммой этого ряда; таким образом, 


He +, 0). (7.05) 


Предположим, что. Для каждого фиксированного значения п 
В, (2) = O(z-") (7.02) 


при 2-> CO в некоторой неограниченной области В. Тогда, следуя 
Пуанкаре (1886), мы будем говорить, что ряд ХУа,.2‘ является 
асимптотическим разложением функции f(z) и записывать это 
в виде ') 


a 


Пе а РАЕН... (>в В). ° (1.08) 


Мы будем называть = асимптотической переменной, а граничную 
постоянную в формуле (7.02) — п-й граничной постоянной асими- 
тотического разложения в области В. 


2) Здесь смысл символа ^ отличается от смысла, который ему прида- 
вался в $$ 2и 3. Чтобы избежать возможных недоразумений. некоторые ав- 
торы используют символ = для асимптотических разложений и оставляют 
— для асимитотических приближений. 
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Если соотношение (7.02) выполняется только при п < М, 
или, в более общем случае, если А„(=2) == 0(1/2"-') при п М, 
то мы говорим, что (7.03) является асимптотическим разложени- 
ем do N-20 члена. Однако мы будем предполагать, что паличие 
TAROTO ограничения всегда бу дет отмечаться 0с0бо. 

Из теоремы 3.1 (с заменой 2 на 1/2) видно, что если ряд 
ма схолитея при всех достаточно больших |2|, то он явля- 


ется асимитотическим разложением его суммы, определенной 
обычным образом, без всяких ограничений на arg 2. Естественно, 
однако, что наибольший интерес представляют асимптотические 
разложения, которые расходятся. Примером служит разложение 
(1.05); оно является следствием оценки (1.08). 

7.2. Теорема 7.1. Для того чтобы функция f(z) обладала 
асимптотичесвиым разложением вида (7.03), необходимо и доста- 
точно, чтобы для каждого неотрицательного целого числа п 


п—1 


112) — У, 


s=0 2 


a, (7.04) 


при 2—» 00 в В равномерно относительно arg 5. 

Очевидно, что из (7.04) следует (7.02); это — достаточное ус- 
ловие. Чтобы проверить необходимость, напишем в силу (7.01) 
а (1.02) 


2" В, (2) = п. + Rats a} >a, 2— 00), 


Это соотношение эквивалентно (7.04). 

Сформулирусм следствия, непосредственно вытекающие из 
теоремы 7.1. 

1) (Свойство единственности). Для заданной функции f(z) 
и области В существует самое ббльшее одно разложение вида 
(7.03). 

2) п-я граничная постоянная в формуле (7.03) для области К 
не может быть меньше, чем |а„|. 

7.3. Утверждение, обратное следствию 1) из $ 7.2, неверно. 
Рассмотрим асимптотическое разложение функции е-* в секторе 
jarg 2| <(n/2)—6 < л/2. Так как для любого п имеем 2"e7*—> 
—0 при 2—0 в этой области, соотношение (7.04) дает a, = 
= 0 при п = 0, 1,... Таким образом, 


0+ ++... (ава (2) 8). (1.05) 


Пусть теперь a, а1, a2, ... обозначает любую заданную последова- 
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тельность постоянных. Если существует!) хотя бы одна такая 
функция f(z), что 


(в але ИЕ... (200 в larg |5 (1/2) — 6), 


то существует и бесконечное число таких функций, так как со- 
отношение "2—0 спова показывает, что к функции f(z) мож- 
но добавить функцию е^*, умножениую на произвольную постоян- 
ную, не мепяя при этом коэффициентов разложения. 

Отсутствие единственности для функции, представлениой 
асимптотическим разложением, находится в резком контрасте со 
свойством единственности суммы сходящегося ряда. Мы исполь- 
зовали сектор fargs| < (1/2) — 8 лля иллюстрации; лругие сек- 
торы (с конечными углами) можно рассмотреть, используя вмес- 
то e-? функцию exp(—z"), где р — нодходящим образом выбран- 
ная положительная ностояпная. 

7.4. Может случиться, что хотя функция f(z) и пе имеет 
асимитотического разложения вида (7.03) в данной области, от- 
ношение f(z)/p(z), где $(2) — заданная функция, обладает таким 
разложением. В этом случае мы пишем 


a 


1-е > 


Исключая случай, когда ao.= 0, главный член 40$(2) лает асимп- 
тотическое приближение jin f(z) в смысле $$ 2и 3: 


1(2) ~ aoe (2). 


Аналогичным образом, если разность f(z)—@(z) имеет 
— 
асимптотическое разложение №4,2_°, то мы пишем 


9 -Фф- У 


Примером такого разложения служит аналитическая функция 
1(2), имеющая полюс в бесконечно удаленной точке; если порядок 
полюса равен п, то ф(2) — многочлен от 2 степени п. 

7.5. В ситуации, упомянутой в последнем предложении, 
асимптотические разложения сходятся при достаточно больших 2. 
Этот результат является не таким частным, как это может пока- 
заться. 

Теорема 7.2. Пусть f(z)— однозначная голоморфная функ- 
ция в окрестности бесконечно удаленной точки с выколотой 


1) Позднее ($ 9) мы увидим, что это условие всегда выполняется. 
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самой этой точкой и 


(а > У (7.06) 


при 2—0 для всех argz, где п — фиксированное целое число 
(положительное, отрицательное или равное нулю). Тогда это 
разложение сходится во всей окрестности, и |(2) является его 
суммой. 

Для доказательства предположим, что |3| > А — данная ок- 
рестность и 


7(2) 


ar 5 
a 
№. : 


— соответствующий ряд Лорана. Этот ряд сходится при |2| > В 
и 


tg, | fee (7.07) 
для любого значения р, ббльшего AR. Из (7.06) имеем f(z) == 


=O(2-") ири zoo. Полагая p'—> oo в (7.07), мы находим, что 
$, обращается в нуль при $ < и. Таким образом, 


Это сходящееся разложение является также и асимптотическим 
(теорема 3.1), и поскольку асимитотическое разложение функции 
f(z) единственно, то отсюда следует, что а, = 6,. Доказательство 
закончепо. 

7.6. Результат, сформулированный в этом пункте, вытекает 
непосредственно из теоремы 7.2. 

Теорема 7.3. Пусть функция f(z) однозначна и голоморф- 
на в окрестности бесконечно удаленной точки с выколотой самой 
этой точкой. Предположим, что соотношение (7.06) выполняется 
в замкнутом секторе $, а также что это разложение расходится 
бля всех конечных 2. Тогда угол сектора $. меньше, чем Эл, и 
f(z) имеет существенно особую точку на бесконечности. 

Необходимо подчеркнуть, что теоремы 7.2 и 7.3 применимы 
только к однозначным функциям. Если f(z) имеет на бесконеч- 
ности точку ветвления, то она может иметь расходящееся асимп- 
тотическое разложение в области изменения аргумента, большей, 
чем 2п. 
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УПРАЖНЕНИЯ 


7A. Показать, что определение асимптотического разложения останется 
тем же, если мы заменим (7.02) на 


В, (2) = 0(1/="-?) (n= N,N+4,...), 


re р — любое фиксированное положительное число, а N — любое неотрица- 
тельное целое число. 

7.2. Показать, что ни одна из функций 2—8, sinz и Inz не имеет асимпто- 
тического разложения вида (7.03). 

7.3. Построить пример однозначной функции, которая имеет существен- 
но особую точку на бесконечности и сходящееся асимптотическое разложе- 
ние в сегторе 


largz| < (п/2) —5 < 2/2. 
$ 8. Операции над асимптотическими разложениями 


8.1. 1) Из асимптотических разложений можно составлять 
линейные комбинации. Предположим, что 


го 


f(a~ ae, g(~ 


при z— co в областях F a С соответственно. Тогда, если }. ив — 
постоянные, то 


21 (2) + из (2) ~ x (Af, + gs) 2° 
(2— 0 в Е [] С). 


Это соотношение вытекает непосредственно из определения. 
2) Acumnroruueckue разложения можно перемножать. Это оз- 


начает, что 


fAs@a~ Mhz (= ов F/G), 


тде 
hy = fogs + Ра, + fogs-2 ++... + во. 


Действительно, если F,,(2), Ga(z) и H,(2z) обозначают остаточные 
члены, относящиеся к п-м частичным суммам разложений f(z), 
8 (2) и /(2)Е(2) соответственно, то 

n-t 


Hy) = У 16. a) +81) Pa) =0(4), 


3—0 


ЗФ. олвер 
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3) Асимптотические разложения можно делить друг на друга. 
Пусть fo #0 и значение |2| достаточно велико; тогда 
4 1 
пе TF @ 
nt 
3 ar poe. pt ar (0 LS 
sedge Ve — veel И {fot Pr @} 
Поскольку Ё1(2) = O(27') и F(z) = O(2-"), то отсюда следуег 


®—1 


57 Be +0(4) (2 co 8 F), 


iG) ма 
тде fo''k, — многочлен относительно fo, fi, ..., f Так как п про- 
извольно, это означает, что асимитотическое разложение 1/f(z) 
существует. 


Коэффициенты А, можно вайти указанным способом, однако 
в случае сходящегося стененнбго ряда их удобнее вычислять из 
рекуррентных соотношений 


fok. = —(fike-1 + РА, +... №) (8s = 1, 2,.-.), 


полученных с помощью тождества f(z) {1/f(z)} = 1. Первые че- 
тыре коэффициента имеют вид 


= ИИ а = —hi/fo, 
= ЛЬЮ, в =(- АА В). 


Необходимые изменения в случае fo== 0 пе представляют труд- 
ности. 

8.2. 4) Асимптотические разложения можно интегрировать. 
Предположим, что для всех достаточно больших значений поло- 
жительной действительной переменной x функция f(x), действи- 
тельная или комплексная, непрерывна и имеет асимптотическое 
разложение вида 


19 = +++... 


Если не выполняется условие fo = fj = 0, то мы не можем 
интегрировать /({) в интервале х < {< 0, поскольку получаю- 
щиеся интегралы расходятся. Однако выражение }(#) — fo — р! 
имеет порядок O(t-*) при больших t и поэтому интегрируемо. 
Интегрируя остаточный член и используя результаты $ 4.1, мы 
находим, что 


По-ь- а ie fy ep dete _ (1—0). 
Е 
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Если а— произвольно выбранное положительное число, то 


< 


froa= io {19 —fp— te bat+ @—ay + 


fila АНАЛ Ша fs 


при &—> oo, где 


{fro te fa) at — а filua. 


Эти результаты можно обобщить на аналитические функции 
комплексной переменной, голоморфные, например, в секторе. При 
этом используемая ветвь логарифма лолжпа быть непрерывной. 

8.3. 5) Дифференцирование асимптотического разложения в03- 
можно не всегда. Например '), если ] = e-*sine*, а значения а дей- 
ствительны и положительны, то 


(x —> оо). 


Но f’(« 1ируст при х-— < и поэтому 
в силу теоремы 7.1 не имеет асимитотического разложения 
вида (7.03). 

Дифференцирование допустимо, если известно, что /’(х) — не- 
прерывная функция и ее.асимптотическое разложение существует. 
Это утверждение можно доказать, иитегрируя ($ 8.2) разложение 
для (5) и используя свойство единственности ($ 7.2). 

Другая система условий, при которых дифференцирование 
законно, относится к случаю, когда {(2) — аналитическая функ- 
ция комплексной переменной 2. В качестве следствия из теоремы 
4.2 нетрудно вывести, что асимптотическое разложение }(2) мож- 
но дифференцировать сколько угодно раз в любом секторе, лежа- 
щем строго внутри первоначального сектора справедливости раз- 
ложения и имеющем ту же вершину. 

8.1. В заключение мы рассмотрим операцию обращения. Она 
возможна и для действительных. и для комплексных переменных; 
для иллюстрации мы ограничимся вторым случаем. 

Пусть функция 5 (2) толоморфна в области, содержащей замк- 
нутый сектор S с вершиной в начале координат и углом, мень- 
шим 2л; предположим, что 


Ва аа + + 


+... | (00 BS). 


1) Бромуич (1926, стр. 345). 
3* 
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Пусть $1 и So — замкнутые секторы с вершинами в начале коор- 
динат, причем $, лежит строго внутри $, а Sy лежит строго внут- 
ри $1. Теорема 6.1 показывает, что если $ & So, то существует 
единственная точка 2 в 5: (при условии, что значения |5| доста- 
точно велики), такая, что 


2= {1+o(1)} (в 5). 


Начиная с этого приближения и иовторно подставляя следующие 
приближения в правую часть соотношения 


an 4 
rise Cami gt OS on, at + 0/ ). 


2 oo = 


где п — произвольное целое число, мы видим, что существует 
представление вида 


z= C—b, 


as 
=> 
55 


2+0(1) Gres Sy, 


peat 


где коэффициенты b, являются многочленами относительно Qs, 
не зависящими от количества сделанных приближений. Это и тре- 
бовалось доказать. 

Мозкно нроверить, что первые четыре коэффициента имеют 
Buy!) 


2 an 
bo =a, by =a, В, =аа, + ay, by = aya, + ay + 2a,a, + ay. 


: УПРАЖНЕНИЯ 


8.1. Пусть К» и Ln являются п-ми граничными постоянными в асимито- 
тических разложениях функций f(z) и 1//(2) соответственно, указанных в 
$ 8.1, а т -- точная нижняя грань |/(2) | в Е. Показать, что 


n—1 


Li<m— Dk, | Kp, (>t). 
s=0 


8.2. (Подстановка асимитотических разложений.) Пусть 


1=1(2)— У 1,7 * Gro BF), 
8—0 


z(@t)~et > Le aed (t+ co BT). 
0 


1) Для любого $ число 56. является коэффициентом при 27! в асимпто- 
тическом разложении функции {5(2)}" по убывающим степеням 2. Это вы- 
текает из формулы Лагранжа обращения степенных рядов; см., например, 
Копсон (1935, $ 6.23). 
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Показать, что если образ Т содержится в Е, то } допускает разложение вида 
1-У et * (too 8 T), 
=0 


The со = fo, ст = hy, C2 = f2— fibo, сз = fs — 2fabot {1 (og — b,). 
8.3. Предположим, в обозначениях $ 8.1, что fo = 1. Доказать, что 


Ши > EID (2+ 0o B Е), 
ae 


rae l= fiu 
sly = fs — (8 — A) filer — (8 — 2) fals-2— wee — fet ($22). 


8.4. Пользуясь обозпачениямн § 8.1, показать, что если fo = 1, a v— дей- 
ствительная или комилексная постоянпая, то 


ив ts (g-+00 в Е), 
820 2° 
где ро = 1 и 


spe == (У— 8-4 1)fips—1 + (20—8 +2) fops-2+ .-- 
see f(s — 1)¥ — фра + SV ePo 


$9. Функции, имеющие заданные 
асимптетические разложения 


9.1. Пусть ao, a), а2,...— бесконечная последовательность про- 
’извольных чисел, действительных или комплексных, а К — не- 
ограниченная область. Существует ли функция, имеющая фор- 
мальный ряд 


ме о, (9.04) 


своим асимптотическим разложением при 2- co в №? Ответ, не- 
сколько неожиданный, заключается в том, что такая функция су- 
ществует всегда, без всяких условий. 
Рассмотрим функцию 
ИН 
f= У (9.02) 
= °., 4 

s=0 
rae v(|z|) — наиболышее целое число, удовлетворяющее не- 
равенству 


Jao] +]ar]+ ++ +} ей + * (21 < [21 (9.03) 


Очевидно, что %(]2|) — неубывающая функция |2|. Пусть п — 
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произвольное положительное целое число и 


вы | @о| + |а1| +... -- а, 7-1. 


Есяи |2|>>2,, то %(|2| \2=п-1, |2|>1н 
"о WED wed 
f@—Y-+|=| У (9.04) 
s=0 > s=nti 


Из (9.03) видно, что правая часть (9.04) ограничена величиной 
{[а„|--1)/2"; следовательно, ряд (9.01) является асимптотиче- 
ским разложением функции f(z) при zoo в любой неограни- 
ченной области. 

Найденное решение задачи не единственно. Например, если 
мы изменим определение функции у(|з|), заменив правую часть 
неравенства (9.03) на k|z|, где Е — любая положительная посто- 
янная, то функция (9.02) снова будет иметь (9.03) своим асими- 
тотическим разложением. Бесконечное множество всех функций, 
имеющих (9.01) в качестве асимнтотического разложения, назы- 
вается асимптотической суммой этого ряда в В. 

9.2. Функция (9.02) является в некоторой степени искусствен- 
ной конструкцией в том смысле, что она разрывна на бесконеч- 
ном множестве окружностей. Мы постровм тенерь аналитическую 
функцию с требуемыми свойствами. Единственным условием бу- 
дет ограниченность области изменения arg 2. 

Предположим, что область К является замкнутым сектором, 
который мы обозначим через $ и который предварительным пере- 
носом начала координат и поворотом 2-плоскости совмещен с сек- 
тором |argz|<o, |2| 24. На положительные числа o и а не на- 
лагается никаких ограничений. Мы докажем, что подходящая 
функция имеет вид 


f= У, (9.05) 


где 
e,(2) = 4 —exp (а. ), 


риф — любые фиксированные числа, удовлетворяющие условиям 

O0<p<a/(20) и O<b<a, Если какое-либо из чисел а, равно ну- 

лю, соответствующая функция е,(2) также берется равной нулю. 
Непосредственно из этих определений следует, что 


[arg (2°) | = [рагё 2| <po<n/2. 
Поэтому 


Ol «лы jez г? (+ ). (9.06) 
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где ^. — точная верхняя грань функции | (1—e-‘)/t] в правой по- 
ловине плоскости. Очевидно, что значение A конечно. В силу 
существования мажорирующего сходящегося ряда ряд из анали- 
тических функций (9.05) равномерно сходится в любом компакт- 
ном ') множестве в $. Следовательно, функция /(2) голоморф- 
на в $. 

Докажем, что ](2) имеет заданное асимптотическое разложе- 
ние. Пусть в — произвольное положительное целое число. Тогда 


т—1 п—1 © 
1(2) > — or у es exp ( | ge Site (2) 


s=0 ? 3=0 [4] "2 2° 


s=n 


Вследствие неравенства (9.06) бесконечная сумма имеет порядок 
O(2°-"). Экспоненциальные множители в конечной сумме в пра- 
вой части равенства пмеют меныний асимитотический порядок, 
и поэтому 


f@— M“s= [= (2+ юв 5). 


Заменяя п na п-|- [р] --1, мы видим, что член © символом О можно 
усилить до О (1/2). Это и есть искомый результат. 


УПРАЖНЕНИЯ 


9.1. Пусть {а.} — произвольная последовательность действительных или 
комплексных чисел, а {os} — произвольная последовательность положитель- 
ных числе, таких, что ряд Ха, сходится. Определим последовательность {bs} 
условиями bo ao, by аи bs аз — С. (8 > 2), где cs — коэффициент 


перед 2-* в разложении рациональной функции 
8—1 


bse, = 
|; | az gt 


“no убывающим степеням z Показать, что в секторе |argz| < 1/2, |z| > 4, 
функция $ 


голоморфна и 


1@)~a+t+ot.. (z > оо). 


1) Компактное означает ограниченное и замкнутое. 
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$ 10. Обобщения определения Пуанкаре 


10.1. Определение асимптотического разложения, данное в 
$ 7.1, можно обобщить в нескольких направлениях. 

Прежде всего, совсем не обязательно ограничиваться рассмот- 
рением бесконечно удаленной точки. Аналогичные определения 
можно сформулировать и в случае, когда переменнал 2 стремится 
к любой конечной точке с, если заменить 2 на (2—5с)-'. Итак, 
пусть В — заданная область, имеющая предельную точку с (не 
обязательно принадлежащую В). Предположим, что для любого 
фиксированного n 


(2) =ay+a,(2—c) +42 (2—c)* + ... + а,-1(2—е)"- +0 {(2—с)"} 
при z— об в К. Тогда мы будем писать 
f(z) ~ ap+ay(z—c) На*(2—с)?-+... (2—сев В). (10.01) 


Результаты $$ 7 и 8 переносятся на новыз определения с оче- 
видными видоизменениями. 

Точка с называется выделенной точкой асимптотического раз- 
ложения (ср. $ 3.1). Рассматривая прежде всего случай с==о, 
мы следовали историческому прецеденту, а также исходили из 
того, что бесконечность является естественной выделенной точкой 
во многих физических приложениях. 

10.2. Следующее обобщение приводит к рядам, отличным от 
степенных. Пусть В — снова заданное множество точек, имеющее 
с в качестве конечной или бесконечной предельной точки. Пред- 
полоя:им, что {ф,(2)}, $ =0, 1, ....— последовательность функ- 
ций, определенных в К и таких, что для каждого $ 


ф:+1(2) == 0{ф.(=)} (ze BR). (10.02) 


В этом случае говорят, что {¢,(2)} является асимптотической по- 
следовательностью или шкалой, и утверждение 


< 


а Da.) (+e BR) (10.03) 


означает, что для каждого неотрицательного целого числа в 
п—1 


1(2) = 2 400s (2) + Of{Pn(2)} (2c B R). 


Многие из свойств обычных разложений Пуанкаре справедливы 
и для разложений типа (10.03). Исключения составляют умно- 
жение и деление: бесконечное множество функций ф,(2) 6, (2) 
с двумя индексами ие всегда можно упорядочить так, чтобы оно 
образовало шкалу '). 


1) Условия, при которых умножение возможно, были получены Эрдейи 
(1962, $ 1.5). . 
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10.3. Только что сформулированное определение все еще явля- 
ется недостаточно общим во многих отношениях. Например, ряд 


cose , ©0525 cos 3a 
= Та... 
равномерно сходится, когда те [а, ©), если a>1, и главные чле- 
пы определяют поведение его суммы при 5 -— oo. Такой ряд вы- 
падает из рассмотрения, поскольку отношение двух любых после- 
довательных членов неограничено при х-— co, Ряды этого типа 
охватываются следующим определением. 

Пусть {$.(2)} — шкала при zc Bs R, а f(z), f(z), s =0, 
4, ...— такие функции, что для каждого неотрицательного 
числа в 


n=1 


9 = №1. + Opn @} (Ee BR). (40.04) 


. 
В этом случае мы будем говорить, что У, 1, (=) — обобщенное 
асимптотическое разложение относительно шкалы {9,(1)}, 
и писать 


с 


18) - №1. @ {9, (5)} при 2ъсвВ. 


Если 1(2), {,(2) и (возможно) $.(2) — функции, зависящие 
от параметра (или от совокупности параметров) и, а члены с сим- 
волами о и Ов (10.02) и (10.04) равномерны относительно и 
в некотором множестве точек U, то говорят, что обобщенное раз- 
ложение справедливо равномерно относительно и в Ц. 

Требуется соблюдать большую осторожность при выкладках 
с обобщенными асимптотическими разложениями, носкольку на 
них переносятся только некоторые из свойств разложений Пуан- 
каре. Например, для данной области R, выделенной точки с и 
1нкалы {$.(=)} функция f(z) может‘или не иметь ни одного 0606- 
щенного разложения или иметь бесконечное множество таких 
разложений: нам достаточно лишь преобразовать любое из раз- 
ложений, добавив к некоторым членам разложения произвольные 
кратные следующих членов. Вследствие этого не существует ни- 
какого аналога формулы (7.04) для вычисления членов раз- 
лежения. 

Далее, нельзя сделать вывод об эффективности разложения 
только по виду шкалы. Предположим, например, что 


< 


(а - > ==: {==} при д- co. (10.05) 


5 
6=0 


{Другими словами, имеется обычное разложение Пуанкаре.) 
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Простая перегруппировка членов дает 


{7} при -> oo. (10.06) 


Нельзя, очевидно, утверждать, что разложение (10.06) более 
сильное, чем (10.05), хотя его шкала и убывает как квадрат 
шкалы для первого из разложений. 

Наконец, определение допускает разложения, не имеющие 
практического значения в аналитическом или численном смысле, 
если иметьв виду функции, которые они представляют. Например, 


{(In 2)-°} при х— oo. (10.07) 


УПРАЖНЕНИЯ 


10.1. Пусть $ и Ss обозначают секторы % < ага: < Вия + д = ати г = 
< В— 6 соответственно. Показать, что если функция /(2) голомофна в пере- 
сечении $ с окрестностью точки 2 = би 


(2) — в + аз + z+... 


при 2 —*О в Ss для 6 такого, что 9 <6 < (В —a)/2, то f(z) — п! an 
при z—> 0B Sy, 

10.2. Используя теорему Тейлора, доказать следующее обращение yr- 
верждения из упражнения 10.1. 

Предиоложим, что функция f(z) голоморфна в 5 при всех достаточно 
малых |2| и для каждого ® предел lim{/(")(z)} существует равномерно отно- 
сительно arg 2 при 2 —*+ 0 в $. 

Обозначив этот предел через rlan, доказать, что 


(2) ~ о +а а? +...  (2—+0в Ss). 


10.3. Пусть А — действительная постоянная, превосходящая единицу, 
С помощью предыдущего упражненля и теоремы Абеля о непрерывности 
суммы степенного ряда ') доказать, что ь 


Bard ab) aye” 


a0 A по leon 4 ANS 


при 2—1 между двух 
точке z = 1 [Дэйвие. 1953]. 
10.4. Пусть х — действительная переменная, а. {$ (2)} — последователь- 
ность положительных непрерывных функций, образующих шкалу, когда х 
х 


хордами единичного круга, пересекаощимися в 


стремится к конечной точке с. Показать, что интегралы | @, (t) dt образу- 


с 
\ 


1) См., например, Титчмарш (1951, $ 7.61). 
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ют шкалу при 2 — с и что если f(x) — пепрерывная функция, имеющая 
разложение 


7(x) ~ УХ а,Ф,(®) (zo), 
то 
YF ( ore 25) (dt (2-5). 


с 


$ 11. Анализ остаточных членов; 
вариационный оператор 


41.1. В этой главе мы видели, как определение Пуанкаре 
асимпитотического разложения придает эффективный аналитиче- 
ский смысл вычислениям с широким классом формальных сте- 
пенных рядов. Это определение привело к появлению новой ветви 
анализа, которая со времени Пуанкаре непрерывно развивается 
и находит все более широкое применение. 

Важность и успехи этой Teopun (и ее позднейших обобщений) 
не вызывают сомнений, но у нее есть один существенный недо- 
статок: она затрагивает лишь вопросы существования. Она не за- 
висит от численных значений граничных постоянных и не дает 
о них никакой информации. Поэтому, следуя ван дер Корпуту 
(1956), мы называем теорию Пуанкаре чисто асимптотической, 
для того чтобы отличить ее от широкого термина асимптотика, 
который используется для характеристики всех аспектов развития 
и использования асимптотических приближений и разложений. 

В этой книге мы будем заниматься и чистой асимптотикой 
и анализом остаточных членов. При вычислении граничных по- 
стоянных часто будет использоваться вариационный оператор 7, 
к определению и изучению свойств которого мы теперь пере- 
ходим. 

11.2. В теории функций действительной переменной вариаци- 
ей или, точнее, полной вариацией функции f(z) в конечном или 
бесконечном интервале (а, 6) называется точная верхняя грань 
выражения 


п—1 
Хы) — 1) | 


при любых п и всех возможных способах разбиения 
<<<... Ty, 


где XL и Fp принадлежат замыканию (а, 5). Если эта верхняя 
грань конечна, то f(z) называется функцией ограниченной ва- 
риации в (а, Ъ): мы будем обозначать точную верхнюю грань 


через Vee, и Y.,0(f) или просто (1. 
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11.3. В случае компактного интервала [а, 6] один из возмож- 
ных способов разбиения задастся условием n=1, 0==а и 21=. 


Torga 
У... (>11) —Ка) |. 

Равепство выполняется, когда фуниция f(z) мопотонна в [а, 6]: 
Pa,o(f) =[F(o) —Ка) |. (11.01) 


Последнее соотношение указывает простой метод вычисления ва- 
риации непрерывной функции с конечным числом максимумов 
и минимумов: мы разбиваем [а, 6] в точках максимума и ми- 
нимума и к каждому из по- 
дынтервалов применяем 
формулу (11.01). Папример, 
в случае функции. изобра- 
женной на рис. 11.1, мы ви- 
дим, что 


И.ь (р = (f(a) — f(a} + 
+f (42) — Ца) $+ Ff (x2) — 
— f(s) } НВ) — Каз} = 

Рис. 11.1. Вариация непрерывной фупк- =/(а)— 2f(z;)+2f (x2) — 

ва —2f (23) + f(b). 


Если функция f(r) непрерывно дифференцируема в [a, В], 
то применение теоремы о средпем значении дает 


п п ate 
Ханы) — ад Ханы — 01 (Ed 


t= 


(2.8, <t041). 


Из непрерывности функции f(x) вытекает непрерывность | (2) |, 
Поэтому в силу определения интеграла Римана 


ь 
% av (f) =\|f (2) | ae. (11.02) 


11.4. Предположим теперь, что интервал (а, b) конечен или 
бесконечен, функция (2) непрерывна в замыкании (а, 6), про- 
изводная f(x) непрерывна внутри (а, 6), а функция |Г(=)| ин- 
тегрируема в (а, 6). Используя обозначения $ 11.2 и результаты 
$ 11.3, получаем * 


x, 


n—1 
Pop (р > Ук хи (= lf (2)| ах. 


x 
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Так как 21 и 1„-! — произвольные точки из (а, 65), то 
o 


F ov) > \ lf (2) 142. (14.03) 


Кроме того, 


п 


Хе.) —1е)= 


8 


п | № 


sft > 
| ¢@de|<S sr @lae, 


и, следовательно, выполняется неравенство, обратное (11.03). Ta- 
ким образом, и в этом случае формула (11.02) справедлива. 

11.5. До сих пор предполагалось, что фупкция f(r) действи- 
тельна. Если f(z) — комнлекслая функция действительной пере- 
менной 2, то ее варпация определяется формулой (11.02), если 
этот интеграл сходится. 

Предположим, например, что f(z) — голоморфная фупкция z 
в комплексной области О '). Пусть О содержит путь (контур) P, 
т. е. конечную цепочку регулярных (или гладких) дуг, каждая 
из которых имеет уравнение вида 


2 = 2(T) (&<т< в), 


Tae т — дуговой параметр. а производная 2’(т) пепрерывна и не 
обращается в нуль в замыкании (a, В). Тогда 


в 
„(д =Х 4) 2 Olde. 


Для заданной пары концевых точек вариация функции /(2), оче- 
видно, зависит от выбранного пути, чем она существенно отли- 
В 


чается от интеграла | (2) dt. 
a 


УПРАЖНЕНИЯ 


11.1. Доказать, что 


ХИ 8) <P +P (8), ХО SV iif). 


Показать такие. что равенство во втором соотношении справедливо в случае, 
когда функция f действительна и непрерывна. 
: 11.2. Вычислить: 
} 1) You {sin? nmr}, где п — целое число; 

2) ’_1,1(/. где /— ступенчатая функция, заданная условиями f =0 
(2 <0), f =1/2 (x = 0), f= 1 (2 > 0): 


1) В данном случае термин «область» обозначает открытое связное мно- 
экество. . 
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27 wala} 


cha 


нь | ( @—4)emtar}. 
16 


41.3. Вычислить #1, 1(е!?): 1) вдоль отрезка, соединяющего —4 и 1; 
2) вдоль трех сторон квадрата с вершинами в точках —1, 1, 1-+ 2%, —1--25 
3) вдоль пути, сопряженного указанному в 2). 

11.4. Пусть, в обозначениях $ 11.5, путь 9 разбит точками 20, 21, 6.4) Знь 
расположенными в указанной последовательности. Показать, что 

п—1 
=s У 2 = 
Poh —=з1р У. |1) 1.) 

для всех п и всех возможных способов разбиения, если функпия 2”(т) не- 
прерывна на каждой дуге пути Я. 


Исторические еведения и дополнительные сееылки 


$ 1.4. Детали, касающиеся истории вопросов, изложенных в этом пункте, 
были взяты из книги Бромуича (1926, $ 104). Дальнейшая информация со- 
держится в этой книге. 

$$ 4—6. Относительно дальнейших результатов, касающихся интегри- 
рования и дифференцирования асимитотических соотношений и отноше- 
ний порядка, а также асимптотических решений трансцендентных уравне- 
ний см. де Брейн (1961), Берг (1968), Дьедонне (1968) и Риекстыный (1968). 
Результат, содержащийся в теореме 6.1, до сих пор, возможно, так явно 
сформулирован не был. 

$ 9. Построения, проведенные в $ 9.1, $ 9.2 и упр. 9.1, принадлежат ван 
дер Корпуту (1956, теорема 1), Parry (1916) и Карлеману (1926, глава 5) co- 
ответственно. Обзор дальнейших построений был дан Дойвисом (1953) и Нит- 
тнауэром (1969). Относительно проблемы единственности см. Ватсон (1914) п 
Дэйвис (1957). Хотя эти результаты представляют большой теоретический 
интерес, используются на практике они редко- 

$ 10.3. Это обобщение было дано Шмидтом (1937). Относительно дальней- 
ших обобщений см. Эрдейи и Уаймен (1963) и Рискстыньш (1966). Пример 
(10.07) взят из последней из указанных работ. 


ГЛАВА 2 


ВВЕДЕНИЕ В СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 


$ 1. Гамма-функция 


1.4. Гамма-функция возникла как решение задачи интериоля- 
ции факториальной функции. Можно ли найти функцию I(x), 
имеющую непрерывные производные всех порядков в [1, co) и 
обладающую свойствами Г(1) =1, Г(х--1) =<Г(х)? Ответ утвер- 
дителен; в действительности требуются дополнительные условия 

ля того, чтобы функция C(x) была единственной. Мы не будем 
касаться формулировки этих условий, так как более простым от- 
правным пунктом для наних целей является интеграл Эйлера ') 


г(д = feat (Ве2>0), (1.01) 
0 


в котором путь интегрирования проходит по действительной оси, 
a (7! принимает главное значение. 

Если би А — произвольные положительные постоянные и 
5 < Rez <A, то 


letce (0851), |#-|5еЫ— (154). 


Поэтому интеграл (1.01) сходится равномерно относительно 2 
в этой полосе. Из этого результата и нижеследующей теоремы 
вытекает голоморфность функции Г(2) в полуплоскости Ве 2>0. 

Теорема 1.12). Пусть t — действительная переменная, из- 
меняющаяся в конечном или бесконечном интервале (а, b), a z— 
комплексная переменная, изменяющаяся в области О. Предполо- 
жим, что функция f(z, #) удовлетворяет следующим условиям: 

1) f(z, 1) непрерывна по совокупности переменных; 

2) для каждого фиксированного значения t функция f(z, t) 
голоморфна по 2; 


1) Или, более точно, интеграл Эйлера второго рода; интеграл Эйлера пер- 
вого рода определен ниже формулой (1.11). 

2) Эта теорема является обобщением на комплексные переменные обыч- 
ной теоремы о дифференцирования по параметру интеграла с бесконечными 
пределами; относительно доказательслва см., например, Титчмарш (1951), 
2.83, 2.84. 
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3) интеграл 


b 
F(z) =f f(z, dat 


сходится равномерно на ебоих пределах!) на любом компактном 
множестве в D. 

Тогда функция F(z) голоморфна в 0, и ее производные всех 
порядков можно получить дифференцированием под знаком 
интеграла. 

1.2. Если 2=1, п — положительное целое число, то инте- 
трал (1.01) можно вычислить с помощью повторного интегриро- 
вания но частям. Мы получим, что 


T(n) = (n—1)! (n = 1, 2,...). (4.02) 


Ho для произвольного значения 2 интеграл нельзя вычислить 
з замкнутом виде в элементарных функциях. 

Однократное интегрирование по частям в (1.04) приводит 
к основной рекуррентной формуле 


P(z+1) == =Г(2). (1.03) 


Эта формула не только удобна при вычислениях, она также поз- 
воляет продолжить T(z) аналитически в левую полуплоскость. 
Функция Г(2) остается нвопределенной лишь в точках 0, —1, 
—2,... Они и являются особыми точками T(z). 

Выясним природу особых точек; из разложения Тейлора имеем 


Г(2--1) = 4+: (2), 
где f(z) — функция, голоморфная в окрестности точки 2 = 0. 
Поэтому 


T(z) = Гани = (Az) +) (2). 


Таким образом, точка 2 = 0 является простым полюсом с выче- 
том, равным 1. В общем случае, если п — любое положительное 
целое число, то можно убедиться, что 


те ин +8), 


п! 2 


а--е 
1) Т.е. найдутся такие #>0, >0, что интегралы J f(z, t)dt, 


a 
6 


ff, t)dt сходятся равномерно. 
v3 
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где #(2) — функция, аналитическая в точке 2 = 0. Поэтому един- 
ственными особыми точками Г(2) являются простые полюсы 
6z=0, —1, —2, ... причем вычет в точке 1== —п равен 
(1) %/nl 
1.3. Другое определение T(z), не ограниченное полуплос- 

костью Rez > 0, может быть получено из (1.01) следующим 
образом. Поскольку 

lim (1 — t/n)" ==е7®, 

п 
мы можем рассматривать гамма-функцию как предельное значе- 
вие интеграла 


п 


Г, (= (а-)"Р- (Rez >0) 


0 


прн п- 00; 2 фиксировано. ь 
Сначала мы вычислим Г,(2) в случае, когда п — полежитель- 
ное целое число. Повторное интегрирование по частям приводит 
х выражению 
Г, (2) = 
4 n-1t па 1 г 
2 (2-1 п (2-21 "2-1 п 


Р-Н. п! п 


2(2-- 1) = (2a ny 


(1.04) 


Теперь мы докажем, что предел Г,(2) при п- со равен Г(2). 
Положим 


Olas 


T(z) —Ta(z) = hth+/s, 


где 
8 nf2 
Iya Seta, 1,= | а = tiny") Oat, 
n 0 
= j fe! ~ (4 — tyn)"} dt. 
т/2 
Очевидно, что 1 ->0 при п-> ©. Для I, и 1з при [0, п) 
In {(1—t/n)"} = nin (4—t/n) = —1—T7, 
где i > 
и ta 
Pape Bt... 
Следовательно, 


(4—t/n)" = ет зе“, 
4 Ф. Олвер 
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поскольку 7 >> 0. В соответствии с этим, 


n 
Га J oUF a0 (в о). 
п/2 
Для I, справедливо неравенство &/п < 1/2. Поэтому T < сЁ/п, где 


тая ten 


с — конечное число. Вследствие этого 
O<e7'— (1—t/n) "=e" (4—е-Т) Se"'T Sect? Jn 


и 
1/2 
с _ 2 
МЫ <-— |. пе 0 (п 00). 
5 
В результате этих вычислений мы приходим к предельной 
формуле Эйлера: 68 и 


: п! n® Е 
т = in Spear aay 


Условие Rez> 0, принятое при доказательстве, может быть 
ослаблено до 250, —1, —2, ... с помощью рекуррентной фор- 
мулы (1.03) следующим образом. Если Reze& (—m, —m+4], 
где т — произвольное фиксированное полояительное целое чис- 
ло, то 
Г (2 т) 1 
[OF Ge) Tet. 


{п — т)! ая: nt п 
x lho рис... ea) И eh ЕЯ” 


2 


1.4. Чтобы привести предельную формулу к стандартной, или 
канонической, форме бесконечного ‘произведения, нам понадо- 
бится следующая _ 

Лемма 1.4. Последовательность чисел 

1 it 


о 1+4 ba cb tee Inn (n = 4, 2,3, ...) 


стремится K вонечному пределу при n> oo, 
Так как функция Г! убывает, то при в > 2 


n 
1 1 1 dt 1 a 
rept ttafHertptgt thy 
1 
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Поэтому 1/и<и,<1. Далее, 


Ил! — Un 3 )<o. 


n+1 


Таким образом, {и„} — последовательность убывающих положи- 
тельных чисел, и лемма тем самым доказана. 

Предельное значение последовательности U, называется п0- 
стоянной Эйлера и обычно обозначается через Y. Из приведенного 
доказательства видно, что 0 < 1 < 1. Численный расчет дает, 
с точностью до десяти десятичных знаков, значение 


д = 0,57724 56649. 
Предноложим временно, что 2 52 0, —1, —2, ... Тогда соот- 
ношения (1.04) можно представить в виде 


1 


Г, (2) 


== zexp {e(4 +> 4- 


Полагая п- ©, мы получаем искомое бесконечное произведе- 
ние в виде 
4 ry 
23 2 — 2/8 
Fon ze” П ([ +=). */ }. (4.06) 
#=1 

Этот результат справедлив и в случае, когда 2 равно нулю 
или отрицательному целому числу, поскольку в этих точках обе 
части равенства обращаются в нуль. 

Логарифмируя это равенство, легко показать, что правая 
часть формулы (1.06) равномерно сходится в любой компактной 
области, не содержащей точек 2 =0, —1, —2, .... Поэтому oma 
определяет в такой области голоморфную функцию. Мы уже по- 
казали, что в исключенных точках Г(2) имеет простые полюсы 
и, следовательно, функция 1/Г(2) голоморфна в их окрестности. 
Поэтому 1/Г(2) является целой функцией. Отсюда в качестве 
следствия вытекает, что Г(2) не имеет нулей. 

1.5. С помощью предельной формулы Эйлера легко проверяют- 
ся два важных тождества: 


ГГ = шло (20, +1, +2,...) (4.07) 
и 


г (22) = T()P(e+1/2) (220, —1,—2,...). (4.08) 
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В случае (1.07) имеем 


1 = 
гога-а — 


lim 


п 


2 


Se ee 


п! п" nut nt 


= .П (1 — 27/5?) == sin л2/л 


Отсетода непосредственно получаем, что 
Г(1/2) = д"; (1.09) 


значение —л'”? ие подходит в силу условий (1.01) или (1.05). 
В случае (1.08) имеем 4 


92 (2) T(z -+ 1/2) 


те 
= tim [27° x 
n+00 2 
— lim (nt)? g2ntt 
nvco (Зи)! и! ~ 


Последняя величина не зависит от 2 и должна быть конечной, 
поскольку левая часть существует. Вели положить 2 == 1/2 в ле- 
вой части и воспользоваться равенством (1.09), то можно убе- 
диться, что она равна 2л”. Отсюда и 
вытекает соотношение (1.08). 

Равенство (1.07) называется форму- 
лой отражения, а равенство (1.08) — 
формулой удвоения аргумента или фор- 
мулой умножения. Формула отражения 
дает возможность выводить свойства 
гамма-фунпкции отрицательного аргу- 
мента (или, в более общем случае, ар- 
гумента с отрицательной действитель- 
ной частыо) пепосредственно из свойств 
для положительного аргумента (или 
для аргумента с положительной дейст- 
вительной частью). 


Рис. 1.1. Гамма-функция График функции P(x) для действи- 
y= (2). тельных значений х приведен па 
рис. 1.1. 


1.6. Теперь мы выведем формулу произведения двух гамма- 
функций Г(р) и P(g). Предположим сначала, что р = i ug >i. 
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Из (1.01) получаем 


{ R 
Г(р)Г(9) = Jim (1 е` у’ ау фени = 
о Z 


`— os 


= lim [ et Mgt tyr ldedy, 


В 
Ro ‘gh 


тде 5» обозначает квадрат z, y =[0, А]. Повторный интеграл pa- 
вен двойному, так как подынтегральное выражение непрерывно 
по обеим переменным. Пусть теперь Га обозначает треугольник, 
ограниченный осями и прямой д --у == В. Очевидно, что 


SJ<[J<f{f. 


Sao TR Sk 


Поскольку интегралы по Sz и Sp имеют одно и то же иредель- 
ное значение, то 


Г(Р)Г (а) = lim { и Ayla ау. 
Row "pt 
Перейдем к новым переменным и и © с помощью замены 
ду=и, y= 
В плоскости переменных х, у линии уровня переменной и парал- 
лельны гипотепузе треугольника 7». А поскольку у/х = #/(4—5), 
то линиями уровня © являются лучи, проходящие через начало 
координат. Якобиан д(х, у)/9 (и, ©) равен и. Поэтому замена пе- 
ременных приводит к формуле 
в fia 
ГГ (а) = lim gy fem*u au | [| oP — vy ae |, 
ro [\5 iy 
т. е. 


1 
ГГ =P (p +49) J РИ do. (1.40) 


Это и есть искомая формула. Ограничения р > 1иа-> 1 можно 
ослабить следующим образом. Левая часть равенства (1.10) голо- 
морфна по р, когда Вер > 0, и голоморфна по 4, когда Reg > 0. 
Из теоремы 1.1 следует, что то’же самое справедливо и для пра- 
вой части. Поэтому с помощью аналитического продолжения сна- 
чала по р, а затем по 4 область, в которой справедливо равенст- 
во (1.10), можно расширить до Вер>0 и Reg>0. Интеграл 
1 


В(р, 9 = |4) 14е о (Веро, Reg>0) (1.11) 
о 


5 
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называется бета-функцией. С этим новым обозначением формула 
(1.10) привимает вид 


B(p. 9) =T (p) PT (p +9. 
Ограничиваясь при доказательстве нужной формулы положи- 


тельными действительными значениями параметров и затем обра- 
щаясь к аналитическому продолжению, мы избегаем усложнений, 


lo oa 


Рис. 1.2. плоскость. Контур Рис. 1.3. Снлоскость. 
для интеграла Ганкеля по 
петле. 


которые могут возпикнуть при прямом рассмотрении комплекс- 
ных параметров. Этот эффективный метод часто используется 
при выводе формул преобразований специальных функций. 

1.7. В этом пункте мы выведем интегральное представление 
для гамма-функции, справедливое без всяких ограничений на 3. 
Оно строится не с помощью интегрирования по прямолинейному 
пути, а использует контур в виде петли в комплексной плоско- 
сти. Этот метод, предложенный Ганкелем (1864), применим ко 
многим подобным интегралам. 

Рассмотрим интеграл 

(Co) 
T(z) = | e't*dt, 


2 


где обозначения в пределах указывают на то, что путь интегриро- 
вания начинается при & = —oo, обходит точку # = 0 один. раз 
в положительном направлении и возвращается в начальную точ- 
ку (рис. 1.2). Предноложим, что выбрана гяавная ветвь функции 
t-* в точке (или в точках), где контур пересекает положительную - 
действительную полуось, и эта ветвь всюду непрерывна. При дан- 
ном выборе пути интеграл равномерно сходится относительно & 
на любом компактном подмножестве комплексной плоскости 
в силу наличия мажорирующего интеграла. Выбирая в качестве 
параметра интегрирования длину дуги и применяя теорему 1.1, 
убеждаемся в том, что /(z) — целая функция 2. 

Пусть г — любое положительное число. Тогда по теореме Ко- 
ши путь интегрирования можно деформировать, превратив его 
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в два берега интервала (— 00, —г) и окружность |#|==г (рис. 1.3). 
Предположим на время, что переменная 2 фиксирована и 
Ве 2 < 1. Тогда при г-—* 0 вклад от окружности в интеграл стре- 
мится к нулю. На нижнем берегу отрицательной действительной 


полуоси’ argt== —п, а на верхнем имеем argt = п. Полагая 
т = ||, получаем 
о оо 
(а =— Гео = ее = 
© | 


= 2i sin (л2) Г (1 — 2) = 2ni/T (2); 


(сравните (1.07)). Возвращаясь к первоначальному пути, мы мо- 
жем нанисать 


(1.12) 


Это и есть интеграл Ганкеля по петле. Аналитическое продолже- 
ние по 2 снимает временное ограничение па 2; при этом прел- 
полагается, что ветвь функции {`° выбрана способом, указанным 
во втором абзаце этого пункта. 


УПРАЖНЕНИЯ 
1.1. Показать, что при Rev > 0, д>0и Rev >0 


© 
fexp(—at) eta = 1 (>) clan 


Py в] wie 


где для дробных степеней выбираются главные значения. 
1.2. Показать, что если переменная у действительна и отлична от нуля, то 
Ре) | = (al(y sh пу) ) 2. 
1.3. Показать, что при Вер > 0и Веа > 0 


л/2 со 
—! 
В (р, q) =2 | sin??—! § с0529—# 0 40 = [ erat м 
a в (127714 


1.4. Показать, что если 2 и у действительны, TO 
2 = 2 
re? | — В ft+ ta} ero—tn2 
P(x + ty) 20 (e+ 5) 
п, следовательно, |F' (zr + iy)| < |F(z)}. 
1.5. Доказать равенство 


s(atb+s) _TP(a+1)P(6+14) 
sat (@+5) (b+ 5) (a+ b+ 4) 


при условии, чтоаи b не являются отрицательными целыми числами. 
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1.6. Показать, что при любых риа 


(1-+,0+,1—,0—) i 
v1 Ady = — Anze™(pt+9) 


rap) PU=@l Pra) 


a 


Здесь а — любая точка интервала (0, 1), а пределы означают, что путь ин- 
тегрирования мачинается в а, обходит точку г = 4 один раз в положитель- 
ном направлении и возвращается в а, не обходя точку v =O, затем обходит 
v = 0 в положительном направлении и возвращается в а, не обходя и = 4, 
ит. д Мвожитель в педынтегральном вы- 
ражении считается непрерывным на пути 
интегрирования и принимающим главное 
значение в начале его (Похгаммер, 1890). 


ae 


$ 2. Пен-функция 


< 


2.1. Логарифмическая производ- 
ная гамма-функции обычно обозна- 
чается через 


$(2) =1"(z) /T(2). 


Большинство из свойств {ф(=) вы- 
текает непосредственно из соответ- 
ствующих свойств гамма-функции. 
Например, единственными особыми 
точками (2) являются простые 
полюсы с вычетами, равными —4, 

Рис. 21. Пси-функция в точках 2 = 0, —1!, —2,... 
y= H(z). Иногда wp(z) пазывают дигамма- 
функцией, а ее последовательные 
производные 1’(2), \$”(2) — тригамма-функцией, тетрагамма- 
функцией и т. д. 

График функции ф(2) для действительных значений изобра- 

жен на рис. 2.1. 


5—5 > 
> 


NOS 


|2 112 
° 


УНРАЖНЕНИЯ 


2.1. Показать, что если 2 5 0, —1, —2,... 70 


p (2) = p(z + 4) ! p(t—2z)—netgaz = 


4 2 1 2 4 
о + (++ 


2.2. Показать, что 


re 4 
v@) =r 4 S(t 1) (2420, —4,—2, ...} 
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и поэтому 
n—t 1 
Гуф = wn) =—vt М --  (n=2,3, 
8=1 
2.3. Из предыдущего упражнения вывести, что ф(1/2) = —y— 22. 
2.4. Доказать, что 
st 
у (2) = М 2320, —1,—2, ...). 
$’ ( erm ( ) 


Показать затем, что если 2 принимает действительные положительные зна- 
чения, то Г(2) имеет простой минимум, лежащий между 1 и 2. 
2.5. Показать, что при действительном у 


» aay = Im {pp (1+ fy)}. 


s=i* 7 


2.6. Проверить, что каждое из следующих выражений равно Y: 


bod 4 ® ay ее 65 
—fertineds, | ге!) a — jet ah И ь =F Jew 
о р i a ca 


Показать, что 1 > 0. 
2.7. С номо‹ыю упражнений 2.2. и 2.6 доказать формулу Гаусса; 


Фе= | 


0 


zt 


| dt (Rez> 0). 


/ 


Заметим, что это интегральное представление использует только одно- 
значные функции. 


$ 3. Интегральные функции: показательная, логарифмическая, 
синус и косинус 


34. Интегральная показательная функция определяется 
формулой 
oo 
ewt р 
= (= dt. (3.01) 
: 
Точка ¢ = 0 является полюсом нодынтегрального выражения, 
и поэтому 2 = 0 является точкой ветвления функции Е! (=). Глав- 
ная ветвь получается при проведении разреза вдоль отрицатель- 
ной действительной полуоси. 
Одно из интегральных представлений с фиксированным путем 
интегрирования имеет вид 


—2 
ве" (ата <=). (3.02) 
0 
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Эту формулу легко доказать с помощью замены переменных, ког- 
да 2 положительно, и последующего аналитического продолжения 
в область 
[ага 2| < л/2. 
Дополнительная интегральная показательная функция задает- 
ся формулой 


2 
t 


: 1— 
Bin) о dt (3.03) 
0 
и является целой. Разлагая подынтегральное выражение в ряд 
по возрастающим степеням ти интегрируя почленно, мы полу- 
чаем ряд Маклорена 


р S(t 8 
Ein (2) = р ея. (3.04) 
Связь межлу Е!(=) и Еш(2) можно установить, временно пред- 
положив, что 2>>0, и преобразовав (3.03) к виду 


4 со со 


Ein (2) ee dt ine fas] 


0 1 z 


В соответствии с упр. 2.6 мы получаем, что 


Ein(z) = Е! (2) +Inz+¥. (3.05) 
Сравыение с (3.04) приводит теперь к равенству 
—_ 4)8—1 ,8 

Е, (2) Ing yrs. - (3.06) 


8=1 


Аналитическое продолжение расширяет формулы (3.05) и (3.06) 
на комплексные значения 2. В обоих случаях выбираются глав- 
ные ветви Ё1(2) и № 2. 

3.2. Когда 2 = х — действительное число, для экспоненциаль- 
ной интегральной функции часто используется также следующее 
обозначение: 


Fs t 
Fi (2) = { Lat (30, (3.07) 


oo 


где интеграл понимается как главное значение в смысле Коши, 
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если х положительно !). Связь с предыдущими обозначениями 
дается формулами 
E\(x) = —Ei(—z), Е (—2=50) = —Ei(z)Fin, (3.08) 


тде 2>0 в обоих соотношениях. Эти тождества можно вывести, 
заменяя ¢ на —t и используя, во втором случае, стягивающийся 
контур. Через Ё, (—2--Ю) обозначено, например, значение глав- 
ной ветви функции Ё,(—5) на верхнем берегу разреза. 

Родственной функцией является интегральный логарифм, ко- 
торый при положительных х определяется формулой 


li@-= | 2 ие), (3.09) 
о 


причем при 2>>1 берется главное значение в смысле Коши. Про- 
изводя замену неременной, мы находим, что 


1 (2) =Ei(Inz) (0<5<1 пли i<x<oo), (3.40) 


3.3. Интегральные синусы определяются формулами 


2 со 


Si (2) = (tar, si(a) = — | S04 ae, (3.41) 
0 


z 


Обе функции — целые. Чтобы установить связь между ними, 
нам понадобится следующий результат. 
Лемма 3.1. 
со 
Е ==. (3.12) 
0 
Эту формулу можно вывести, интегрируя е"/Ё по контуру, изо- 
браженному на рис. 3.1. На малой полуокружности ft = ге®, 
0 = 0 — л, имеем 
0 
ей . ; 
{par =e) exp (re) a> — im (0). 
п 


На большой полуокружности t = Re’, 0 < 0 <n, мы исноль- 
зуем неравенство Жордана 
sin 0 > 20/n (0<6< 72/2). (3.13) 


—в = 
1) Главное значение интеграла определяется как Tim ( | -b | . 
6—0 
8 
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Torna 


it 


a n/2 
| a] =| exo nena <2 = 
. о 


7/2 оно 
<2)e *d=2(1—e-) 50 (Во). 
0 


Равенство (3.12) получается при использовании теоремы Коши 
и выделении мнимой части. 
Из (3.11) и (3.12) вытекает равенство 


Si(z) = (л/2) + si(z). (3.14)° 
Функцию Si(z) можно выразить через дополнительную инте- 
гральную показательную функцию с помощью замены перемен- 
ной интегрирования Ё в (3.11) на 
if; тогда 
2iSi(z) = Ein(iz) —Ein(—iz). 
(3.15) 


Используя теперь формулы (3.05) 
и (3.14), мы получаем 


= 


re 
“R ror # 23а = E(iz) -Ex(—iz). (3.16) 
Рис. 3.1. {-плоскость. В последнем соотношении вет- 


ви E,(iz) и Е! (—#) принима- 
ют главные значения при положительных 2 и всюду непре- 
рывны. 
3.4. Интегральный косинус Ci(z) и родственная ей функция 
Ст (2) обычно определяются формулами 


(3.17) 


Функция С1(2) имеет точку ветвления при 2 = 0; главная ветвь 
выделяется введением разреза вдоль отрицательной действитель- 
ной полуоси. Функция Сп (2) — целая. 

Из (3.01) имеем 


причем деформация пути интегрирования на бесконечности про- 
водится так же, как в лемме 3.1. Аналогичный результат спра- 
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ведлив для функции 2, (iz) ; объединяя их, получаем равенство 

2Ci(z) = —Ё(#)— Е! (—1=). (3.18) 
Эта формула соответствует соотношению (3.16). Для дополни- 
тельных функций получаем, заменяя в формуле (3.03) ¢ на it, 
соотношение 


2Cin(z) = Fin(iz) 4+-Ein(—iz). (3.149) 


Складывая два последних равенства и используя формулу (3.05), 
мы приходим к формуле, связывающей два интегральных ко- 


синуса: ’ 
Ci(z)+Cin(z) = ша. (3.20) 


Здесь также выбираются главпые значения Ci(z) и In(z). 
УПРАЖНЕНИЯ 
3.1. Показать, что 


4228+ 


1-1 


Ci (2) = ш2-- 7+» (— 4° 


2s 
ss] 
3.2. Показать, что 
a/2 
{ exp (— 261 ) at = — sisz) —i {Ci (2) Е, (2)}. 
у 
о 


3.3. Доказать, что при действительном а и положительном в 
+ 
Ш emt’ м 2 
(С е hon a= w(t } +) + Cj (6) + Ве {E, (a + id)}. 


oO 


3.4. Проверять справедливость следующих формул преобразования Лап- 
aaca при Re p > 0: 


foc 


ig 
( oP! si (t) dt = — ТР, | eo?! Ci (4) dt 
. p 

0 0 


_ In (4 29) 

2p 

3.5. Обобщенная интегральная показательная функция определяется 
формулой 


a 
=— 


En(z)= | 
} 


at: Ее} 


м 


при Rez > 0 и с помощью аналитического продолжения в остальных точках. 
Показать, что единственной особой точкой функции E,(2) является точка 
ветвления в 2.= 0. 
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Доказать также, что 
пЕп+1(2) = е-* — 2Е (2) 


— 2)* 


7 


нд Вт (- Inz+$(n)} + = 


(a= 


где штрих в знаке суммы означает, что член с номером 5 = n—1 должен 
быть пропущен. 
3.6. Показать, что в обозначениях предыдущего упражнения 


у Ел (2) = Е, (t) at = on | Stan 
z t 


и, следовательно, 


И: 


иг) = (here ss) 


$ 4. Интеграл вероятностей, интеграл Досона 
и интегралы Френеля 


4A. Интеграл вероятностей и дополнительный интеграл веро- 
ятностей играют важную роль в теорин вероятностей и задачах 
теории теплопроводности. Они определяются соответственно 
формулами 


: Es 
ее ет", erfes т: ета. (4.01) 
7 
0 2 


Обе функции — целые. Множитель 2/л!”?, т. е. 2/Г(1/2), введен 
для того, чтобы упростить связывающее их соотношение 


erf а егс 2 = 4. (4.02) 
Ряд Маклорена для функции егЁ2 имеет вид 
2 + 
ergs i! a ora (4.03) 
Родственный интеграл 
z 
F(e) =e" | eat (4.04) 
ty 


при действительном 2 называется интегралом Досона. Легко про- 
верить, что 


—* ег! (iz). (4.05) 
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4.2. Соответствующие интегралы осцилляторного типа 
: ; 
CW) = (eos(+ де) dt, 5) = {sin [+ ав) dt (4.06) 
0 0 


(при действительных значениях перементых) называются инте- 
гралами Френеля. Они также являются целыми функциями. 
Справедливо следующее соотношение, связывающее интегралы 
Френеля с интегралом вероятностей: 


C (2) +1S(2)= (1 4 ден ла — ia}, (4.07) 


УПРАЖНЕПИЯ 
4.1. Показать, что при а>0 


{exp (— al?) sin bidt =i F ь 
i gv2 |2] 


тде функния F определена формулой (4.04). 
4.2. Пусть аи b — положительные числа и 


© 


T= | ехр(-— al) (+02)! de. 


Рассмотрев производную d{exp(—ab?)/}/da, доказать, что 
I == (1/2) 1ь-\ ехр (46?) erfc(ba'/?), 
4.3. Показать, что C(cc) = 5 (0) = 1 
4.4. Пусть 


и + exp (— и?) 
aac Gar’ al (#>0). 


Доказать, что 
f(z) = —Inz— (1/2)y + 0(1) (#0) 


и 
fo ен м exp (и?) = = — &XP (#7), 
dx 3 х 


Проверить справедливость равенства 
f(x) = mF (2) — (1/2)ехр(— 2?) Ei(x’), 


‘(Эти результаты получены Гудвином и Стейтоном (1948), а также в работе 
Ритчи (1950), исправление к которой было дано Эрдейи (1950)). 
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$ 5. Неполная гамма-функция 


5.1. Все функции, введенные в $$ Зи 4, можно рассматривать 
как частные случаи неполной гамма-функции 


2 


7 (а, 2) = ее (Rea > 0) (5 01) 


или дополнительной функции Г (а, 3), определенной в следующем 
пункте. Очевидно, что ¥(%, 2) — аналитическая функция 2, един- 
ственной возможной особенностью которой является точка ветв- 
ления в начале координат. Главная ветвь выделяется при прове- 
дении разреза вдоль отрицательной действительной полуоси # 
и при наложении условия, чтобы функция t*~! принимала глав» 
ное значение. 

Если Re < > 1, то в силу равномерной сходимости можно раз- 
ложить е`' в ряд по возрастающим стененям Ё# и проинтегриро- 
вать его почленно. В результате мы получим следующее разло- 
жение, справедливое при всех значениях 2: 


о 


= У (лету. (5.02) 


8=0 


Это представление дает возможность аналитически продолжить 
1(%, 2) по < в левую полуплоскость или по 2 за пределы изме- 
нения аргумента, соответствующие главной ветви. Нетрудно ви- 
деть, что если 2 52 0, то единственными особыми точками 1 (&, 2) 
как функции & являются простые полюсы в a == 0, —1, --2,... 
Если же значение © фиксировано, то ветвь фувнции 1(%, =), ко- 
торая получится при т-кратном обходе точки 2 == 0, определяет- 
cH соотношением 


4 (а, zezmnty = 


2manin (a, 2) (a #0, —1, —2,...). (5.03) 


5.2. Дополнительная неполная гамма-фуикция (или функция 
Прима, как ее иногда называют), задается формулой 


90 


T (a, 2) = ее, (5.04) 


z 


где на © не наложено никаких ограничений. Главная ветвь опре- 
деляется так же, как для 1(%, 2). Объединяя эту формулу с 
(5.01), получим соотношение 


(a 2) НГ(а, 2) = Г(а). | (5.05) 
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Из (5.03) и (5.05) вытекает равенство 
Va, ze) = с" (о, z)4+ (1—е?" "Г (а) (5.06) 
(т = 0, +4, +2, ...). 


Аналитическое продолжение показывает, что этот результат спра- 
ведлив также и тогда, когда © равно нулю или отрицательному 
целому чнелу, в предположении, что правая часть равенства за- 
меняется ее предельным значением. 


УПРАЖНЕНИЯ 
5.1. В обозначениях $$ Зи 4 показать, что 
Е, (=) = 2" (1 — п, 2), 
erf 2 = ч-М2 (1/2, 22), erfes = л-!/2Г(4/2, 22). 


5.2. Показать, что функция 41 (9, =) /{2”Г(%)} — целая по % и по 2 и может 
быть р ожена в ряд 


re 
У" 


ae Pate + 1) 


5.3. Показать, что 


д" {2777 (a, 2)} 
a2” 


— 1)": Г (а +n, 2). 


$6. Ортогональные полиномы 


6.1. Пусть (а, 6) — данный конечный или бесконечный интер= 
вал, а w(x) — функция х, определенная в интервале (а, 6) и еб- 
ладающая следующими свойствами: 

1) функция w(x) положительна и непрерывна, исключая, воз- 
можно, конечное число точек; 


1b 
2) от, пв=0,1,2,... 
a 
(Условие 2) подразумевает, в частности, что ш(х) интегрируема 
на данном интервале.) Семейство действительных полиномов 
Ф„(х) порядка, точно равного п, п == 0, 1, 2, ..., называется 
ортогональным на (а, 6) с весовой функцией w(x), если 


= 


офф) о, Фаг=0 бп). (6.01) 


а 


Теорема 6.1. 1) Если коэффициент при =” в полиноме 
Ф„(2) задан для каждого п, то семейство ортогональных полино- 
мов существует и единственно. 

. 


5 Ф. Олвер 
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2) Каждый полином ф„(т) ортогонален ко всем полиномам 
меньшего порядка. 

Пусть а„,„(50) обозначает заданный коэффициент пр ae 
в @. (x). Предположим, что для некоторого значения п нолиномы 
и. Ф! (2), -..„ Ф„-1(2) определены таким образом, что они 
удовлетворяют условию (6.01),— это предположение, очевидно, 
справедливо при п=1. Поскольку каждый полином ф,(т) имеет 
степень, точно равную $, любой полином ¢, (2) степени п с глав- 
ным членом An, nc” может быть представлен в виде 


Ф. (7) = An, aE” + Da, и-фа-1 (2) ЗЕ 
НЕ On, „-2Ф-2(2) +... 6,, ol), 


где коэффициенты 6, . не зависят or х. Использование усло- 
вия (6.01) при $ =0, 1,..., n—4 ириводит к соотношению 


$ b iy 
Ayn | ш (2) 2G, (a) dx + Dns | 1 (2), (2) de ~ 0. 


a 


Поскольку интеграл ое), (x) dx не может обращаться в 
а 

нуль, это соотношение определяет конечное значение b,,, и при- 

том единственным образом. Отсюда в силу индукции вытекает 

первая часть теоремы. 

Вторая часть легко доказывается, если заметить, что любой 
полином степени #—1 или меньше может быть представлен в ви- 
де линейной комбинации фо(т), Ф1(2),..., Ф,-1 (2). 

6.2. Фикспрование значения коэффициента a@,,, называется 
нормировкой. Один из методов нормировки заключается в том, 
что а„,„ полагают равным единице, другой иногда используемый 
неявный способ нормировки основан на равенстве 

b 


J w(@) on (2), (2) dz = Bass (6.02) 


где §n,.— символ Кронекера, определенпый формулами 
6... =0 (152$), Sind 


Семейство полиномов, удовлетворяющих условию (6.02), назы- 
вается ортонормальным. 

6.3. Теорема 6.2. Каждое семейство ортогональных поли- 
номов удовлетворяет трехчленному рекуррентному соотношению 


вида paler 
nat (2) —(Ant+Ba) Gn(2) +lnGn-1(2) = 0, (6.03) 


где A,, В, uC, не зависят от x. 
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Чтобы доказать это утверждение, мы сначала выберем A, так, 
чтобы разность ф„+1(7)— А„,хф»(х) не содержала члена с 2”*1, 
Далее, полагаем 


Фичи (2) — Apr, (2) = Den, sz (2). 


= 


Коэффициенты с„,, можно найти, если умножить обе части 
этого равенства на W(xc)Q,.(x) и проиитегрировать его в пределах 
от а до 6. В силу (6.01) мы получим 


b b 


enue J w(x) {9s (a)}P2 de = — A, | 1 (2) 24, (2) @, (2) аз. 


Так как 2ф.(2) — полином порядка 5--1, а ф„(2) ортогонален ко 
всем полиномам степени, меньшей п, то все Cy,, обращаются в 
нуль, исключая, возможно, С», n-y И Cn, ». Этим теорема доказана, 
причем B,= Cnn HW С,==— Св, n-1. 

6.4. Теорема 6.3. Нули каждого элемента семейства орто- 
гональных полиномов действительны, различны и лежат в (а, 6). 

Пусть 21,22, ..., Lm, О m<n — различные точки из (а, 6), 
в которых полином Фф»„(2) имеет нуль нечетной кратности. Тогда 
в (а, 6) полином 


4» (2) (2—1) (2—2)... (аа). 


имеет нули четной кратности. Если т<п, то из свойства ортого- 
нальности вытекает равенство 

8 
w (2) Pn (x) (2 — 11) (т — a)... (2 — ти) dx = 0, 


а 


которое противоречит тому, что подынтегральное выражение не 
меняет знака в {а, 6). Поэтому т=п. Iipome того, поскольку 
полное число нулей равно п, каждая из точек х, должна быть 
простым нулем. Этим завершается доказательство. 


УПРАЖНЕНИЯ 


6.1. Показать, что в теореме 6.1 для нормировки а», „ нужно умножить 
каждый из полиномов ф» (2) на ненулевую постоянную. 

Показать также, что ортонормальное семейство единственно с точностью 
до знаков. 

6.2 (процесс ортонормализации Грама — Шмидта). Пусть {fn(z)}, 
=0, 1, 2,... — любое семейство полиномов, причем степень {»„(х) равна 


5* 
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- точно и. Определим последовательно для п == 0, 1, 2 полиномы 


m—1fb 
(2) =Iy (2) — F | Jews, 9, и 9. (=), 
Sle J 
b —!/2 
on) =| fw (Oya ] ч.9. 


a 


Доказать, что семейство Go(z), Ф1(х),... ортонормально. 


Гл. 2 


6.3. Применить теорему 6.2 для доказательства формулы Кристоффеля— 


Дарбу 


1 
(=), 
8 Sad nln+t 


где а, „— коэффициент при =" в ф» (7) и 
if 
a, —- | oN) {Pa}? dite 


a 


a 
i {Pings (2) On (У) = Pp (2) Tn ery) 


6.4. Пустьаи 6 — конечны, {Pn (2)} — ортонормальное семейство, f(x) — 


непрерывная функция. Показать, что интеграл. 


[3 п 2 
{2 io ap, (u)} 42 
a = 


b 
минимизируется при & == \ w (x) f(x} $. (x) dx, 
а 


$ 7. Классические ортогональные полиномы 


7.1. В этом пункте мы рассмотрим снециальные семейства 
ортогональных полиномов, которые играют важиую роль в при- 


кладной математике и численном анализе. 


Мы будем снова обозначать рассматриваемый интервал через 
(а, 6), весовую функцию — через ш(т), а старший член полино- 


ма Q(X) — через а», Zr”. 


Полиномы Лежандра P,(x). Для этих полиномов интервал ко- 


нечен, а весовая функция имеет простейший вид: 


(2n)! 
2” (nl)? 


а=—1, b=1, w(t)=1, Gna 


(7.01) 
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Полиномы Якоби Р@ В). Они: являются обобщением поли- 
номов Лежандра: 
a=—1, b=1, ш(2) = (1— 1)° (14 2}, ae . 


(7.02) 


где a и В — действительные постоянные, удовлетворяющие усло- 
виям @>>—1, В >> —1. Таким образом, 


P,, (x) = PS” (2). (7.03) 
Полиномы Лагерра 1499 (2). Для них интервал бесконечен: 
a=0, b= о, Ш(1)=е 2, а, =(—1)"/n!, (7.04) 


@) 
где а — постоянная, причем a>—1. Иногда LY (x) называют 
обобщенным полиномом Лагерра, оставляя название полином Ла- 
0 
герра и обозначение Г, (2) для Eg › (2). 
Полиномы Эрмита H,(x). Для этих полиномов интервал бес- 
конечен, а весовая функция убывает на обоих концах: 


й=-=00, B=, w(z)—e“, Gam (7.05) 


, TZ Явное выражение для перечисленных полиномов дают 
формулы Родрига: 


=O a Ш да ; 
Pala) = ga (tL — 2), (7.06) 

, (1—2 (1+ 2) В a = 

Bape 08 a ga ty, 
(7.07) 
LID (2)-= 22 Flex gntay, (7.08) 
п dz” 
af tet 99 emet 

Ни (a) = (— A)'e™ & (e—*). (7.09) 


To, что каждое из этих выражений является полиномом, следует 
из теоремы Лейбница. 

Чтобы доказать, например, формулу (7.07), обозначим че- 
рез @a(z) правую часть и через ®(5) — любой многочлен. В 


> п> 0, 
4 , в =0. 


п! 


1) (") ‘cae. eames 
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результате повторного интегрирования по частям мы получаем 
bs 

{ @—2)*(t +2)8 (д 0 (2) de = 

—t 


1 


~ al 


t 
\ (1 — a) t# (1 4 248 wf (дах. 
=f 


Интеграл в правой части обращается в пуль, если стенень (zx) 
меньше, чем п. Поэтому ф„(х) удовлетворяет условию ортогональ- 
a, 
ности для полиномов Якоби. Разлагая PS 8) (2) по убывающим 
степеням 2, легко заметить, что коэффициент при 5” в (7.07) 
имеет вид 
A (2n+a+B8 
ae n ‘ 
Поэтому в силу (7.02) и теоремы 6.1 формула (7.07) доказана. 
Формула (7.06) является частным случаем (7.07), а форму- 
лы (7.08) и (7.09) можно проверить аналогичным образом. Мож- 
но также использовать формулы (7.07) и (7.08) как определения 
[2 a, 
функций р@,в) (x) и LS (a) для значений % и В, при которых 
соотношения ортогональности неприменимы из-за расходимости 
интегралов. 
Другой способ нормировки классических полиномов заключа- 
ется в том, что указывазот значения постоянных 


b 
hin = J w(2) {Pn (а, (7.40) 


и знаки @а„... Выбирая в предыдущем доказательстве о (т) = 
= P(x), мы находим, что в случае полиномов Якоби 


1 
= | (1 — 27+ (1 4-2) 8dr = 


—1 
2 
gntatB+t fom (1 —v)"8 dy = 


= Ann 


2584! Pinta t tT in+B+1) 
пав! Рипа 


(ср. (7.02) и (1.10)). В частности, 


(7.11) 


1 
Ра = a5. (7.42) 
et . 
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Аналогичным образом 


h, =T(n+a+1)/n! (для полиномов Лагерра), 


(7.13) 
hy = n'?2"n! (для полиномов Эрмита). 


Из классических полиномов ортогональное миожество обра- 
зуют только полиномы L© (5). 

7.3. В оставшейся части этого параграфа мы ограничим наше 
внимание полиномами Лежандра. Соответствующие результаты 
для других нолиномов сформулированы в качестве упражнений 
в конце параграфа. 

Рекуррентные соотношения тина (6.03) можно получить, срав- 
нивая коэффициенты. Из (7.06) нетрудно вывести, что коэффи- 


циенты при 2", 27! и 2”-2 в выражении для P,(x) имеют вид 
! 2—2)! 
(2n)! , a (2n — 2)! (7.44) 
2" (nI)2 2" (n— 2)! (n— ADL 


соответственно. Отсюда мы получаем 


(n-+4) Pasi (2) — (21-1) =Р, (x) + пР„-1 (2) =0. (7.15) 


Кроме этого линейного рекуррентного соотношения второго 
порядка (или разностного уравнения), P,(x) удовлетворяет ли- 
нейному дифференциальному уравнению второго порядка. 
Функция 


A (1 — 22) Pi (a)} = 4 — 2°) Pa (2) — 22Р: (0), — (7.46) 


является, очевидно, полиномом степени п и ноэтому может быть 
представлена в виде 
п 
Хе „Р, (2). (7.47) 
8—0 
Чтобы найти C,,., умножим это выражение на P,(x), проинте- 
грируем его от —1 до 1 и используем формулу (7.12). Тогда, но- 
сле двукратного интегрирования по частям, мы найдем, что 


2en 5 = 


1 
ey i P, (a) {4 — 2°) Ри (ат = 


1 
=f р. Зи — = Рива. 
74 
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Поскольку P,(x) ортогонален всем полиномам меньшей степени, 
из полученного соотношения вытекает, что 
С, =0  (5<п). 

Чтобы определить с„,„, сравним коэффициенты при x” в (7.16) 


и (7.17). Для с„.„ получается значение —n(n-+1). Искомое диф- 
ференциальное уравнение имеет вид 


(1—2?) Ри (2) — 2%Р, (2) + n(n+1)P,(c)=0. — (1.48) 


7.4. Предположим, что некоторая функция С (т, №) разлагается 
в ряд Маклорена 


G(a,h) = > Фи (2) №”. 


Функция G(z, hk) называется производящей функцией множества 
{Ф,(2)}. В этой заключительной части параграфа мы покажем, 
как строится производящая функция для {Р,(2)}. 

Из формулы Родрига (7.06) и интегральной формулы Коши 
для п-й производной аналитической функции непосредственно 
получается интеграл Шлефли 


1 (1? — 4)" 
P, (=) = Ее ея Ш di, (7.19) 
# 


где @ — любой простой замкнутый контур, окружающий точку 
t= 2x; здесь х может быть действительным или комплексным 
числом. Для фиксированного ® и достаточно малого |й| ряд 


у (2 — 1)? a" 
Aah ant tat (¢— =)" 


равномерно сходится относительно t= @ (в силу существования 
мажорирующего ряда). После интегрирования и суммирования 
мы получаем 


1 ff ee 
oni 2(t—2) 
$, 


© 


;= УР, (= бай), 


n—0 


откуда 


1 at { dt 
6 (т. №) = — ый в ыы | (@—h)(t—1,)" 
@ e 


где и = {1—(1—2eh+h?)"} fh, te = (1+ 1—2chk +h?) 2} /h, 


Очевидно, что если #— 0, то п —хи |&| —> 00, Поэтому для 
достаточно малого [h| контур @ содержит внутри себя Н и не 


$7) КЛАССИЧЕСКИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ 


содержит 1. Из теоремы о вычетах получаем 


5 4 
ем hott, (авт) 


Следовательно, искомое разложение имеет вид 


i -> P,, (2) и", 


(1 — 2xh + hayt/2 — 
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(7.20) 


в предположении, что величина |k| достаточно мала и что вы- 


бранная ветвь квадратного корня стремится к 1 при й-—> 0. 


При хе [—1, 1] особенности левой части (7.20) лежат на 
окружности [| = 1; следовательно, в этом случае радиус сходи- 


мости ряда в правой части равен единице. 


УПРАЖНЕНИЯ 


7.4. Показать, что приведенные ниже функции w(x) удовлетворяют с0- 


ответствующим дифференциальным уравнениям: 


ш” — 2х’ +-2nw = 0, ш=Н, (т); хи” -|- (&-|- 1 — х)ш' + пи == 0, 


w= LI) (2); 


(1 — 2?) w" + (B+) — (@+B + 2) 2} и’ п (па ди =0, 


ш = р‘, В) (x). 


7.2. Показать, что 


PoP) (a) -("t), PEP (aye 1) (ete), 
Gi 


7.3. Полиномы Чебышева Tn(z) и Un(x) определяются формулами 


sin {(n+ 1) 6} 


T,, (2) =cos пд, U, (x) = ine 


rue 0 = arccos х. Показать, что 


(Zn + 1)! 


7.4. Показать, что 
оо 
An 
> 1, (2) = exp ck — №). 
n=0 = i 
Доказать формулы И, (2) = 2nHy_, (1) и 


n 
У") 4. ES д =2"? 8 „(= 


s=0 


2 о 
PID ya) = 2a! (п -- 1)! Ри. 112) (+). 
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7.5. Покавать, что при [k| < 1 


= —xh/(i—h 

У @ in ee У Пат (4) h™ = (A hye, 

fo U—h) ari * 

n=0 n=0 
Вывести из первого разложения равенство ага) (х)/4х = — веер (x) 
при п > 1. 


7.6. Проверить, что при п > 1 
Hn4i(%) — 22» (2) + 2 Н.-1 (т) = 0 
(#09. (2) #— 21 — я — 1) (2) + в а) LIM, (2) = 0. 
7.7. Показать, что 
Ин (22) = (= "ти! LV), Mom gg (x) = (— "ttt «И (2%), 
7.8. Показать, что при п > 1 


=Р,, (=) О = "Ра (2), 
n(n (Ри) — Py_y (}= n+ 1) (2? — 1) P(e), 
пар, (=) —nPy_4 (2) =(2® 1) P(e), 
mP,, (2) —naP,_ 4 (2) = (2* — 1) Peg (es 
7.9. Выбрав в интеграле Шлефли коятур @ вида |t—2| = |2? — 1". 
получить интеграл Лапласа 


п 
P,(e)=a7! | {2 + (2? — 11/2 cos 0 }" a0. 
9 


Показать, что если хе [—1, 1], то |Р„(2)| <1; в более общем случае, если 
a=ch (a+ if), roe аи Fo tigations чиела, то |Pn(x)| <enl#l, Да- 
лев показать, что радпус сходимости ряда (7.20) не меньше, чем ке. 


$ 8. Интеграл Эйри 


8.1. Для действительных значений х интеграл Эйри опреде- 
ляется формулой 


А1 (2) = + Г cos (+ eB xt) dt. (8.04) 
6 


Хотя подынтегральное выражение He убывает при #- со, воз- 
растающая частота его осцилляций обеспечивает сходимость ин- 
теграла. В этом можно убедиться, интегрируя по частям. Дейст- 
вительно, 


t 


4 
эт [#2 - zt a 
f 4 (3 ) . tdt 
Seos{4 в -| xt) dt = ae +2 [в (+ я ат. 
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В правой части этого равенства нри #- со нервый член стремит- 
ся к нулю, а интеграл сходится абсолютно. 

Когда 1 не принадлежит действительной осп, интеграл (8.01) 
расходится. Чтобы аналитически продолжить Ах) в комплекс“ 
ную плоскость, мы преобразуем этот интеграл в контурный. По- 
ложим Ё == 0/1. Тогда 

ico ico 

Ai (x) f fen(4 we =) do f { ехр( и xv) dv 

ni, 3 2м 4 3 - 


0 —ioo 


Предположив на время, что х положительно, рассмотрим интеграл 
Веп/в 


(Rk) = | 


ik 


exp (+ я— 20] av|, 


где В — больное положительное число, а путь интегрирования 
совпадает с меньшей дугой окружности |>} = А. Сделав подста- 
новку г = iRe'*/3 и использовав неравенство Жордана (3.13), 
получим 


и 
1(R) = 4 {exp | ; АЗ sin 6 — eR sin ; 0)a0< 

0 
a 

84-й. | 1p sin 0) 40 

<= }exp —3>R sin = 
о 
л/2 

2 te 2R°0 
<5 | exp (- 5) <. 


Следовательно, 1(R) стремится к нулю при R-> oo, Аналогичное 
утверждение справедливо и для соответствующего интеграла 

вдоль сопряженного пути. 
Заменяя х на 2 и используя теорему Коши, мы видим, что 
АКНЕ exp [и — wv) av (8.02 
ая | р (gem) am, 02 

$ 

где 5? — любой контур, начинающийся в бесконечно удаленной 
точке сектора —л/2 < ага г< —п/6 и заканчивающийся в беско- 
нечно удаленной точке сопряженного !) сектора (рис. 8.1). Этот 


результат установлен для положительных значений 2. Если 6 — 
произвольное малое положительное число, а контур $ начинается 


1) т. е. симметричного относительно действительной оси.— Прим. ped. 
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в секторе — (л/2) +6 < аге < — (1/6) —6 и кончается в беско- 
нечно удаленной точке сопряженного сектора, то на концах LY 
множитель е`® подавляется множителем ехр (53/3), и интеграл 
{8.02) сходится абсолютно и равномерно в любой компактной об- 
ласти изменения 2. Применяя теорему 1.1, где в качестве Ё выби- 
раем дуговой параметр контура $, мы видим, что при данном 
выборе контура формула (8.02) осу- 
ществляет аналитическое продолжение 
А! (2) 60 всю плоскость 3; более того, 
А! (2) — целая функция. 

8.2. Чтобы получить разложение 
Ai(z) в ряд Маклорена, мы использу- 
ем следующую общую теорему об ин- 
тегрировании бесконечного ряда на бес- 
конечном интервале или на интервале, 
где члены ряда обращаются в беско- 
нечность. 

Теорема 81.') Пусть (а. b)— 

Рис. 8.1. г-плоскость. конечный или бесконечный интервал и 

и (1,  w2(t), s(t), ...— последова- 
тельность действительных или комплексных функций, непрерыв- 
ных в (а, b) и обладающих следующими свойствами: 

oo 


1) ряд By u,(t) сходится равномерно на любом компактном 
s=1 
интервале в (a,b); 
2) конечна по крайней мере одна из величин, 
b (о 1 b 
у 
| $ [uy ae, МИ 


а а 


Тогда 


( у и, @ dt = 
; J 


Возвращаясь к формуле (8.02), мы возьмем контур Y состоя+ 
mum из лучей argv = 51/3 и разложим е-*” в ряд по возрастаю- 
щим степеням 25. Применяя теорему 8.1 и используя равенства 

oe rk ti/3 


| vsexp (+ v*) dy = 3e—2)8ete+ aap (= 5 *) 
| 
(= 0, 4, 2, sa}; 
которые получаются из (1.01) подстановкой в = (3t)3e**”3, 
1) В оригинале эта теорема. называется dominated convergence theorem.— 


Прим. перев. 
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приходим к разложению 


А! (2) == Ai(0) (1 Ти бы 4 


6! 9! 
АИ (: peste Ph ws, (8.03) 
где 
sey — eC) 1 wart an 81/7018) 1 
M0) = Fig = роз" ОП рии 
(8.04) 


8.3. Одно из напболес важных свойств функции Ai(z) состоит 
в том, что она удовлетворяет дифференциальному уравнению вто- 
рого порядка очень простого вида. Используя теорему 1.1 и диф- 
ференцируя в (8.02) под знаком питеграла, мы находим, что 


АГ (2) — 2 А! (2) = a {< — 2 ехр (4 vs — =) dv = 


В 
ЕЯ 


=] 


Выражение в скобках обращается в нуль на концах 5. Поэтому 
функция ш = Ai(z) удовлетворяет уравнению 


ip 
oe = aw. (8.05) 
Уравнение (8.05) пе меняется при замене 2 на ze*2*’3, Поэто- 
му функции Ai(ze*”%) и АК(2е-2""3) также являются решениями. 
В главе 5 мы увидим, что только два решения могут быть неза- 
висимыми; следовательно, функции Ai(z), Ai(ze?"”3) и Ai(ze~?"/3y 
связаны линейной зависимостьо. Соответствующие коэффициенты 
можно найти, интегрируя ехр( (53/3) —20) вдоль пути в 2-плоско- 
сти, который начинается в сое-“"3, затем идет в сое”, далее 
в —0O, и, наконец, возвращается снова в сое-”"3. Применение тео- 
ремы Koni приводит к пскомому результату 


Ai(z) | е? ЗА! (ze2*"’3) +-e-2"/8 Aj (ze-2"73) =O, (8.06) 
УПРАЖНЕНИЕ 


a Показать, что функция w = АР(2) удовлетворяет уравнению ш””-= 
— 42w' —2ш = 0 
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$ 9. Функция Бесселя J,(z) 


1. Для целых значений п и действительных или комилекс- 
ных значений 2 функция J,(2) определяется на основе интеграла 
Бесселя 


nm 
4 2 
Ч, = ie { cos (п@ — z sin 0) 49 (п=0, 51, 2, ...). (9.01) 
5 
Переменные 7 п 2 называются соответственно порядком и ар- 
гументом функции 1, (2). Из теоремы 1.1 следует, что /,(2) — це- 
лая функция 2. Чтобы облегчить вычисление коэффициентов ее 
ряда Маклорена, мы построим сначала представление с помощью 
контурного интеграла. Равенство (9.01) можно переписать в виде 
nm 
4 Hi ; ЕЕ 

= | ехр(— in® + iz sin 6) 40. (9.02) 


—л 
Полагая № == e'°, мы получаем 


ей gar | exe{z 2h 1-9) т us (9.03) 
® 


234 


где @ -— окружность единичного радиуса. Единственной особой 
точкой подынтегрального выражения в комплексной й-плоскости 
является начало координат, и поэтому ® можно деформировать 
в любой простой замкнутый контур, содержащий внутри себя на- 
чало координат. 

Дифференцируя $ раз, п полагая 2 == 0, мы видим, что (0) — 
вычет функции {(2 — h-!)/2}*h-"-! в точке h = 0. Предположим 
сначала, что NM — неотрицательное число. Тогда 


JY (0) =0 (0<s<n—1) 
и 
ло = 


4)° ( п-- г] Пе (0) = 0 @—0,1,2,...). 


п--25 5 


В соответствии с этим 


J „= (5:)'. Horley or (5+) (n=0,4,2,...). (9.04) 


Соответствующее разложение для отрицательного п можно по- 
лучить тем же самым способом, однако проще воспользоваться 


4) По теореме Коши.— Прим. ред. 
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формулой (9.01). Заменяя в ней 0 на л—60, мы немедленно вы- 
водим, что 


Jn (а) =(—1)Ja(z). (9.05) 


9.2. Производящую функцию и дифференциальное уравнение 
дая У, (=) можно получить следующим образом. 
° Используя формулу (9.03) и применяя теорему Лорана о раз- 
ложении аналитической функции в ряд в окрестности изолиро- 
ванной существенно особой точки, мы находим производящую 
функцию: 


оо 
ехр {2 (в —1—1)/2} = У Л, (а. (9.06) 
n=—00 
По теореме Лорана это разложение сходится для всех значепий № 
п 2, исключая точку h = 0. 

Далее, продифференцируем выражение . (9.01) по перемен- 
ной 2. Обозначая для краткости 9 = п0—=зт0, мы получаем 


Feit (2) = — a 0 sin Odd 
п 
я д 
421» (в); =—= | sin? 0 соз 040 + 4 { sin 0 sin 040. 
0 0 


Интегрирование последнего слагаемого по частям дает 


к 


д 
{27 (2)у = — = | cos 946 -- < i cos 0 cos 940. 
0 0 


Следовательно, 


2 {adn (ау + (2? — 09) Sq (2) = 
д 
== { (zcos 8 — п) cos 940 == [—sin 9% =0. (9.07) 
0 


Таким образом, функция w —J,(2) удовлетворяет уравнению 
ао" +-2w’-+ (2?—n?) ш==0. (9.08) 


Уравнение (9.08) называется уравнением Бесселя. Оно играет 
важную роль во многих физических задачах. 

9.3. Заменим теперь п произвольным действительным или 
комплексным числом v. Выкладки § 9.2 не дают возможности 
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утверждать, что функция 7,(2), определенная формулой (9.01), 
Удовлетворяет дифференциальному уравнению Бесселя; действи- 
тельно, sin 9 обращается в нуль при 9=л лишь тогда, Korda п — 
целое число или нуль. Поэтому мы оиределим Л,(2) с помощью 
ряда 


Л, (2) = (12 Х 


s=0 


oI (9.09) 

Очевидно, что это определение согласуется с (9.04), если 
У — нуль или положительное целое число. Нетрудно убедиться, 
что оно согласуется с предыдущим определением и в случае, ког- 
да у — отрицательное целое число, поскольку тогда первые —У 
членов ряда (9.09) тождественно равны нулю. 

С помощью формулы (1.03) и мажорируемости ряда легко про- 
верить, что ряд в (9.09) сходится равномерно на любых компакт- 
ных множествах в плоскостях переменных у п 2. Поэтому фуик- 
ция (2/2) —/,(2) — целая но 2 и у. Так как (2/2) °==ехр {vIn (2/2)}, 
то J,(z) — целая функция у (исключая случай, когда z= 0) 
и многозначная функция = (исключая случаи, когда у — нуль или 
целое число). Ее главная ветвь выделяется выбором главной вет- 
ви (2/2)° в (9.09); остальные ветви связаны соотношением 


J,(ze"""') =e"™*'J,(z) (т — целое число). (9.10) 
Ряд (9.09) удовлетворяет уравнению 
а? 1 4 y2 
Жо ви 


{сравните (9.08)); это легко проверить с помощью почленного 
дифференцирования. Кроме того, поскольку дифференциальное 
уравнение не меняется при замене у на —v, существует также ре- 
шение w= J_,(z). 

9.4. Контурный интеграл для J,(z) можно найти, если подста- 
вить в (9.09) для каждой гамма-функции ее представление через 
интеграл Ганкеля (1.12). Это дает 


(0+) 
22148 Е 
; (2 С | ele’, 


—= 


Меняя порядок интегрирования и суммирования — законность 
этой процедуры можно доказать, выбирая дуговой параметр в ка- 
честве переменной интегрирования и используя теорему 8.1,— 
мы получаем равенство 

ans (0+) 7 
ce | exp (-#) == (9.12) 


2ni 4t } уу! * 


ЧТ, (3 


00 
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Оно называется интегралом Шлефли для 1,(2) (ср. (7.19)}. Как 
ив (1.12), функция Г*! принимает главное значение, когда путь 
интегрирования пересекает положительную действительную полу- 
ось, и всюду непрерывна. 
Если на время предположить, что 2 положительно, и сделать. 
замену # == 2й/2 в (9.12), то мы получим представление 
(0+) 


Jy (2) = po | exp (2% — hy} dh 


art’ 


(Отметим, что когда у — целое число, подынтегральное выра-- 
жение однозначно, и интеграл приводится к виду (9.03).) 
Положим теперь h ==". Тогда 
© 
‘JIy(@) = hy \ ede, (9.43) 
coin 
Это представление также получе- 
но Шлефли; контур изображен на 
рис. 9.1. С помощью аналитического 
продолжения этот результат 0606- Рис. 9.1. т-плоскость. 
щается на область |агё2| < л/2. 
9.5. Рекуррентные соотношения для функций Бесселя можно 
вывести или из определения в виде ряда, или из интегралов 
Шлефли. Второй способ более конструктивен. Из (9.13) получаем 


1 
Л (2) Е ани (2) — Wy (2) 
co-pin 
| (zch t — v) evsht—vtdt = 


co— it 


== (2ni)-! ет] ai 


oat = 


откуда ‘ 5 
аа + Iota = = Л. (9.44). 


Хотя представление (9.13) справедливо лишь при fargz|<s/2, 
в формуле (9.14) это ограничение устраняется аналитическим 


продолжением. 
Аналогично, 
cont 
Л, (2) = = | sh тегзвт—утт, 
wo— TL 
Откуда м 
Jot (2) — Ions 9 = 21. (9.15), 


6 ©. олвер 
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Из (9.14) и (9.15) легко вывести следующие соотношения: 
Jus @ =F Iv) Ivy Svs) =F Iv(@) + Jv). 9.40 
В частности, Jo (2) = — J, (2). 


УПРАЖНЕНИЯ 
9.4. Используя производящую функцию, вывести разложения 
1= Jo(z) + 2% (2) + 2J4(z) + 246(2) +... 
cos 2 = Jo(z) — 21.(2) + 214(2) — 215(2) +... 


2003 2 = Jy (2) — 9/3 (2) + 25 Л, (2) — 49, (2) +... 


9.2. Доказать для целых значений порядка п теорему сложения Пеймана 


Jn (21 429) = » J, {=1) М (22). 


Вывести из нее формулу 1= ae @+2y Dis (2). 


9.3. Показать, что 


2. 2 \1/2/ sine 
лв =(=) sinz, Iya = (№) = — cvs), 


2 \1/2 2 \1/2 / соз 2 я 
Л—1/э (2) = = 6082, У 3/2 (1) =— ae "I + sinz}, 


9.4. Показать, что 


1 da\s 
28S y_3(2)> es =) {2 Лиз} = (= 1)"2 “Vv te (2). 


9.5. Разлагая косинус под знаком интеграла в степенной ряд, доказать 


<оотношение 
n 


J, (2) = 2/2" { cos (2 cos 0) 511940 (Кеу>> — 1/2), 
rp ye 1/2) 


которое называется интегралом Пуассона. Прямым вычислением проверить, 
что этот интеграл удовлетворяет дифференциальному уравнению Бесселя. 
: 9.6. Вывести из предыдущего упражнения, что 


12/2 * el Пиз 1 
(7 @|<-]77—- 
(v+ 1) 
а из (9.02) — неравенство 
17. (|< = (n=0, 1, £2,...). 


9.7. Показать, что при Rev > —1 


(у> — 1/2), 


s=0 


{ло dt =2 У, Туров (2). 
0 
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Используя упр. 9.3 и обозначения 6 4.2, вывести формулы 


оо оо 
m2? a 
C(2) = > tossn(F)s sa= > J 258-43/2 (5) 
s=0 s=0 


9.8. Из определения (9.09) вывести, что если a, b nv + 1/2 — положитель- 
ные числа и 6 < а, то 


{ e— "Jy (bt) № = 
6 


Доказать также, что ограничение $ < а может быть устранено, если ис- 
пользовать упр. 9.6 и аналитическое продолжение. 


T (w+ 4/2) (25° 
д? (а? 4 52) ^ 


$ 10. Модифицированная функция Бесселя Г.(2) 


10.1. Модифицированная функция Бесселя 1,(z) при всех зна- 
чениях V и 2, исключая 2 == 0, определяется рядом 


не. 
I) 6) У area (10.01) 


Это. выражение, как и (9.09) — многозначная функция 2, ecun Vv 
не равно нулю или целому числу. Ее главная ветвь выделяется 
выбором главного значения для (2/2). 

Сравнивая (9.09) с (10.01), мы видим, что 


1, (2) == в 31, (iz), (10.02) 


где ветви обеих функций принимают главное значение при 
argz=0 и всюду непрерывны. (Необходимо отметить, что разре- 
зы для главных ветвей /,(2) и /,(12) не совпадают (ср. упр. 10.2).) 
В соответствии с этим соотношением функцию 1,(2) иногда на- 
зывают функцией Бесселя мнимого аргумента. 

Большинство свойств 1,(2) выводится прямо из свойств J,(z) 
с помощью (10.02). Например, модифицированное уравнение 
Бесселя 


(1 + =) ш=0 (10.03) 


имеет решения = 1.5(2). Рекуррентные соотношения для мо- 
дифицированных функций имеют вид 


Ту—1 (2) — Тули (2) = Т,(2), Tyas (2) + Гуа (2) = 2Г, (2), (10.04) 
Iya @)=— FL Q)+N@, 1 @=тЬ@ +10. (10.05) 


Дальнейшие свойства /,(2), 1,(=) и других решений дифферен-. 
циальных уравнений (9.11) и (10.03) изложены в главе 7., 


6* 
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УПРАЖНЕНИЯ 
10.1. Доказать, что при целом в ь 
д 
О wtf e760 cg5 (nO) 40. 


10.2. Доказать, что для главных ветвей справедливы равенства 
Шелти: 6; 5 р 
1, (2) =е “Л, (iz) (—a<argz< 0/2) 
и (iz) (л/2 << argz < л). 


Т, (=) = 
10.3. Доказать, что 
1 со 
ехр fs zh +1} = Х ло" aso. 
n=—0 


10.4. Показать, что преобразование Ё = 22°/2/3 и W = 2? приводит 
‘уравнение (8.05) к виду 


aw 1 dw 1 
—{1 W=0. 
ete es (+=) 


Показать также, что 


А-а мати рол 


АГ (2) = + 24а -РГов (8), Al’ (—2) =4 2 {Fog (8) —J_aj3 ® 


rue все функции имет при argz = 0 главные значения и связаны по не- 
прерывности. 
10.5. С помощью yup. 9-4 доказать, что 


“г < а 2 
- Ул, LO= SA Ев, 
з 


st 
з—0 


Т, (2) 


Tye ветви функций принимают главные значения при arg z == 
10.6. Показать, что решениями дифференциального уравнения 


2109 — 223'" — (1 + 2%?) (120 — хи’) + (м — 5-24) в =0 


являются функции Кельвина Ъегу х, beiyz, ber_yz и bei_yz, 
определенные равенством 


ber,z t Беня =, (хе За) — pvt? (дела). 
$ 11. Дзета-функция 


41.1. Дзета-функция (Римана) определяется рядом 


5(2) -3+ (11.01) 


=1 5" 


при Rez >> 1 и с помощью аналитического продолжения в дру- 
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гих точках. Ряд сходится абсолютно и равномерно в любой ком- 
пактной области полуплоскости Rez > 1, и поэтому 5(2) голо- 
морфна в этой полуплоскости. 

Интегральное представление для 5(2) можно найти, если под- 
ставить в (14.01) интеграл Эйлера для гамма-функции, взятый 
в виде 

> 


us г f e~ste—tat (Re z> 0). 
|] 


Если Ве 2 >> 1, то мы можем в силу теоремы 8.1 поменять поря- 
док суммирования и интегрирования. Тогда 


ата | 


11.2. Аналитическое продолжение 8(2) в область Rez <1 
можно осуществить, построив интеграл типа Ганкеля с контуром 
в виде петли. Рассмотрим функцию 

(0--) 


(Rez > 1). (10.02) 


oo 


где контур пе охватывает ни одну из точек —2ni, -4лё, ... При- 
меняя теорему 1.1 и выбирая в этой теореме в качестве { дуговой 
параметр пути интегрирования, мы немедленно убеждаемся, что 
функция 7(2) — целая. Предположим временно, следуя $ 1.7, что 
Ве > 1, и деформируем нуть интегрирования до совпадения 
с отрицательной действительной полуосью; тогда 


T(z) = 2i sin (x2) \ ao dt = 2 sin (xz) Г (2) £ (2) 
A = 
(ср. (11.02)). Использование формулы отражения для тамма- 
функцпи приводит к равенству 
(0--) 


Е 1 
gj tte) | A 


ant 


(41.03) 


0 


Это и есть искомая формула. Как и в интеграле Ганкеля, ветвь 
U-' принимает главное значение, когда контур пересекает поло- 
жительную действительную полуось, и доопределена всюду по не- 
прерывности. 

Если Rez < 1, формула (11.03) осуществляет требуемое ана- 
литическое продолжение (2). Очевидно, что единственными 
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возможными особыми точками являются особенности Г(1—2}, 
т. е. 2 = 1, 2, 3,... Поскольку мы знаем, что функция 6(2) голо- 
морфна при Ве 2 >> 1, остается рассмотреть лишь точку 2 == 1. 
В силу теоремы о вычетах 


(0-+) 
dt 
tt _ ni. 
| ett т 
oo 


Поэтому единственной особенностью €(2) является простой no- 
AWC с вычетом, равным 1, в точке 2 == 1. 

11.3. Можно ли с помощью деформации контура вычислить 
интеграл (11.03) для любых значений 2? Исключая значение 
t = 0, особенностями подынтегрального выражения являются про- 
стые полюсы в точках t == -Е25ль $ =1,2,... Пуеть М — боль- 
шое положительное целое число; рассмотрим интеграл 


(11.04) 


Ям 


где Ay — периметр прямоугольника с вершинами ЗЕМ-Е (2N— 
—1)лё'). Легко проверить, что 


le‘—1] >1-e-" (tE@y). 


Поэтому если Ве 2 < 0, то (11.04) стремится к нулю при М - оо. 
Вычеты функции @7'/(e-'—1) в точках t= -Е25л{ равны 
— (-=25л1)—', Применяя теорему о вычетах к (11.03), находим, 
что 


2 (2) =Г(1 — 2) У (2sni)?—! + У — раду, 
8—1 8—1 


€(2) =Г(1 — 2) 2:2! cos {л (2 — 1)/2}5 (1—3). 


Аналитическое продолжение расширяет этот результат на все 2, 
отличные от 2 == 1. 

Таким образом, хотя деформация пути и не приводит к фак- 
тическому представлению для (2), она дает важную формулу 
отражения. Эта формула получена Риманом; чаще она записы- 
вается в виде 


(1—2) = 2!-* n-* cos (л2/2) Г(2)5 (2). (11.05) 


11.4. Интеграл (11.03) можно вычислить в точке 2 = 1, по- 
скольку в этом случае подынтегральное выражение является 
однозначной функцией { и можно применить теорему о вычетах. 


1) Подынтегральное выражение разрывно при #==— М. 
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Аналогичные вычисления можно провести и для других целых 
значений 2. Мы укажем следующие частные случаи (11.05) или 
их предельные значения: 


£(—2m) = 0, 6(4—2т) = (—4) "21-2 д-2" (2т—-1) 15 (2m) | 


1,2, 3, ...) 


(т = 


(0) =- 1/2. 


11.5. Последней формулой этого параграфа будет бесконечное 
произведение, полученное Эйлером. Предположим, что Rez > 1 
и вычтем из (11.01) соответствующий ряд для 2-'5 (2). Тогда 

1 1 
т ие 


Аналогично, 


1 


== 
5 


b(t —2-N(1— 3-4) = & 


где суммирование проводится по всем положительным целым чис- 
лам, исключая кратные чисел 2 и 3. 

Пусть теперь ©. -— 5-е простое число, если считать от ©: = 2. 
Продолжая предыдущие рассуждения, мы видим, что 


n 
ae 1 
¢(2) I (4— oF") =1 i ya 
Ie, ay 
гле последняя сумма He содержит слагаемых, для которых $ рав- 
няется 1 или числам, кратным 1, 02, ..., O.. Эта сумма по абсо- 
лютной величине ограничена выражением 


оо 
N 1 
aod REZ 

6=O,+1 


и поэтому стремится к нулю при и — co (так как @,—> 00). 
Следовательно, мы получаем искомую формулу 


5 (2) па —®; ") = (Re z >> 1). 


Это соотношение для дзета-функции является одним из наиболее 
важных в теории простых чисел. 
Сравнивая бесконечные произведения 


Has), Hao) (Rez>4), 


мы замечаем, что сомножители второго образуют подмножества 
среди сомножителей первого. Поскольку первое произведение 
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абсолютно сходится, TO же можно сказать и о втором. Неносредст- 
венцым следствием является то, что 5(2) не имеет нулей в полу- 
плоскости Rez > 1. Объединяя этот результат с формулой отра- 
жения (11.05), мы видим, что единственными нулями функции 
€(z) в полуплоскости Ве 2 < 0 являются точки —2, —4, —6,... 

В оставшейся полосе 0 < Rez <1 природа нулей полностью 
не выяснена. Знаменитое и все еще не доказанное предположе- 
ние Римана заключается в том, что все они лежат на средней ли- 
нии Rez == 1/2. Одним из многих результатов, зависящих от это- 
го предположения, является следующая формула для числа T(z) 
простых чисел, не превосходящих x: 

Н(2) —п(2) == O(c? Inz) (2— с), 


где функция (5) определена в $ 3.2. 


УПРАЖПЕНИЯ 


11.1. Доказать, что при Rez > 0 


Ая 1 1 1 4 
(1—2! = М ee 
41.2. С помощью упр. 2.6 показать, что 
(0--) 
| =n bap =0, 
Cie ee | 
co 


и поэтому 


ше -е-9-ф=т VOs—finen). 
i 
41.3. 6 помощью упр. 2.4 доказать, что 


5(5) 


In {Г (2)} =— v2 n+ Di 1? 1)? (lz -11< 1). 


Исторические сведения и дополнительные ссылки 


Материал этой главы является классическим. При изложении были 
щественно использованы книги Уиттекера и Ватсона (1927), Консона (19 
Бейтмена и Эрдейи (1953a, в) и С. С. Ф. (1964). 

$ 1. 1) История гамма-функции прекрасно изложена Дэйвисом (1959). 

2) Постоянная Эйлера вычислена с точностью 3566 десятичных знаков 
в работе Суини (1963). Вопрос о том, является ли Y алгебраизеским или 
трансцендентным числом, — т. е. является ли Y решением некоторого стелен- 
ного уравнения,— остается нерешенным. 


, 
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$$ 3—5. Таблицы формул для определенных и неопределенных интегра- 
лов, в которые входят интегральная показательная функция и интеграл ве- 
роятностей, составлены Геллером и Hr (1969) и Hr и Геллером (1969). Даль- 
нейшие свойства этих функций, а также неполной гамма-функции можно 
найти в книге Люка (1962). 

$$ 6—7. Основным трудом по ортогональным полиномам является моно- 
графия Сеге (1962). При подготовке этих параграфов использовалась также 
мопография Хохштадта (1961). 

$$ 8—10. Замечания относительно интеграла Эйри и функций Бесселя 
см. на стр. 356. 

$ М. Хотя дзота-функция была известна еще Эйлеру, ее напболее важ- 
ные свойства были сформулированы Риманом (1859). Относительно даль- 
нейших результатов см. Титчмарш (1953). 


ГЛАВА 3 
ИНТЕГРАЛЫ В ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 


$ 1. Интегрирование по частям 


1.1. Простой и часто эффективный способ вывода асимитоти- 
ческих разложений интегралов, содержащих параметр, состоит 
в интегрировании но частям. Каждое интегрирование дает новый 
член разложения, а остаточный член получается явно в виде пн- 
теграла, который можно оценить. 

Рассмотрим неполную гамма-функцию с действительными ар- 
гументами & и х, причем zx положителен. Разложение в сходя- 
щийся ряд (5.02), приведенное в главе 2, удобно для вычисления 
1(«,2) при малых или не слашком больших значениях 2; 
однако при болыних 2 происходит взаимное сокращение членов 
разложения. Поэтому мы будем искать асимитотическое разло- 
жение; при этом более удобно работать с дополинтельной функ- 
цией I'(a, x). 

Иптегрирование по частям в определении (5.04) главы 2 дает 


V(a, 2) = e*a*!+ (и—1)Г(&—1, <). 


Повторное применение этого результата приводит к формуле 


a-t , (a— 
x ae 


+ PEDO tent 4.01) 


а?—\ 


Г (а, дети 1 + В+... + 


где п — произвольное неотрицательное целое число и 
со 
=, (2) =@—1@—2)... (а — в) [е-иа-и-м. = (1.09) 
« 
Если n > a—1, то "1 = 2"! и мы сразу получаем 
|=„(2) | <| (®— 1) («-—-2)...(% — п) |е-*а‘-"-1. — (4.03) 
Таким образом, для фиксированного @ и больптих значепий x 
имеем 


© 


(a —1)(@—2)...(a—s) 
s=0 2 


T(@, я) ле за ; (1.04) 
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Кроме того, п-й остаточный wren ограничен по абсолютной 
величине (п--1)-м членом ряда и имеет тот же знак, если 
п > а—1. 

В качестве частного случая отметим формулу 


(a, 2) < ей = (a <1, z>0), (4.05) 


которая нам понадобится в дальнейшем. 

1.2. Если n<a—1, то остаточный член #„(2) не ограничен по 
абсолютной величине первым отбрасываемым членом ряда. В этом 
легко убедиться, воспользовавшись тождеством 


&, (x) = (&—1)(&®—2)... (а пет Ш— -- 


(a ~ 1)(a — 2) (a ~n —4) [ее 


которое получается из (1.02) интегрированием по частям; оба 
слагаемых в правой части положительны при n<a—1. Одна- 
KO, продолжая процесс разложения, мы увидим, что первые 
[«]—пв--1 отбрасываемых членов ряда ноотрицательны и вели- 
чпна #„(2) ограничена их суммой. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1.4. Показать. что разложение (1.04) равномерно относительно & в ком- 
пактном интервале. 

1.2. Доказать, что 
+ (2s — 1) 
(22%) 


erfer~ (2 — o). 


Показать также, что при 2 <= (0, со) остаточный член не превосходит по 
абсолютной величине первого отбрасываемого члена ряда и имеет тот 
ne знак. ь 

1.3. Показать, что при 2 > Onn = 0, 1,2,... 


, я 
Ci(e) esi (e)= 24 IY “+o вт, 
i (2) + ESI (2) = х Gar Рик 


где [On (2) | <2. 
1.4. С помощью упр. 4.3 из главы 2 локазать, что асимптотическое раз- 
ложение интегралов Френеля можно записать в виде 


«у 


Показать также, что если г > 0 и n> 1, то п-я граничная постоянная 
этого разложения не превосходит удвоенного абсолютного значения коэф-. 
фициента при (n+ 1)-м члеве. 


(=> <). 
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$ 2. Ивтегралы Лапласа 


2.1. Один из общих типов интегралов, к которому применим 
метод интегрирования по частям, имеет вид 


со 


T(z) = fe*q (dt, (2.04) 
0 


rye функция g(t) не зависит от положительного параметра х. 
Мы предположим, что g(t) бесконечно дифференцируема в 
[0, co) и для каждого 5 


9 (t) =O(e") (0<i<o), (2.02) 


где с — действительная постоянная, не зависящая от $. 
Интеграл (2.01) сходится при x > в. Повторное интегриро- 
вание по частям дает 


) 
rj at 0x. OO a texte), (2.03) 


rye n— произвольное неотрицательное целое число и 
у 
4 —xt 
Re. { eg” (1) dt, (2.04) 
x 
0 


При указанных условиях 


© 


в. (2) =] "0 (eo!) dt = 
0 


aig joo = of 4-1 
a™ 5 x" (x — 0) 


Поэтому 


mr (8) 
из Yo < (ео). (2.05) 
8=0 


Менее жесткие условия, достаточные для справедливости это- 
го результата, приведены ниже в упр. 3.3. 

2.2. Если максимальное значение функции |g (t)| достига- 
ется в точке ¢ == 0, то (2.04) сразу приводит к неравенству 


Ге» (2) | << 19°” (0) [57"1 (2.06 


при 2 > 0. Эта ситуация имеет место, например, когда q(t) 
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вполне монотонная функция!) в [0, со), т. е. если 
(—1)'°¢ (4) > 0 (j= 0, s = 60, 4, 2, ...). 


Неравенство (2.06) можно рассматривать как частный случай 
признака Лейбница. Этот простой признак утверждает, что если 
последовательные остатки, соответствующие разложению в ряд, 
имеют противоположные знаки, то каждый остаток численно мень- 
ше первого отбрасываемого члена ряда и имеет тот же знак. 
В настоящем случае мы имеем 


2, (2) — в.+1 (1) = 4” (0) 2—"-!. 


Очевидно, что если #„(х) и &„+1(72) имеют противоположные зна- 
ки, то применимо неравенство (2.06), и @,(2) имеет тот же самый 
знак, что и 4” (0). Этот признак имеет более широкую, чем 
асимптотические разложения, область применимости; его можно 
использовать, например, для конечно-разностных разложений, воз- 
никающих в численном анализе ?). 

Необходимо подчеркнуть, что указанный признак следует 
применять к последовательным остаткам, а не к членам ряда. 
Если просто известно, что 4“ (0) и 9"*1 (0) имеют противоно- 
ложные знаки, то соотношение 


ga © (HD) (0 1 
= 4 9 © +0/ ) 


perl gre pers 


показывает, что неравенство (2.06) справедливо для всех х > X,, 
когда X, достаточно велико. Однако фактическое значение X, из 
этих рассуждений получить нельзя. 

2.3. Если функции |q'(t)| не мажорируются величинами 
19°” (0) [, то мы можем рассмотреть очевидное обобщение 


|2» (2) |<C,2-"7} (#>0), (2.07) 
где 
C, = sup |9 (1|. 
(0,00) 


Однако очень часто величины Cs бесконечны или же настолько 
велики по сравнению с |9“” (0) |, что эта оценка чрезмерно пре- 
восходит действительную отибку. В этом случае предпочтительнее 
рассматривать мажоранту вида 


19° [<<] Ole  O<t<oo), (2.08) 


1) Некоторые общие свойства этих функций получены Уиддером (1941, 
Глава, лакто ван дер Корпутом и Франклином (1951). См. также ниже 
упр. 2.1—2.3. 

2) Стеффенсен (1927, $ 4). 
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в которой величины 0» не зависят от #. Подстановка этой мажо- 
ранты в (2.04) приводит к неравенству 


(п) 
a” (0) | 
[en (z)| elt (5 > тах (0, 0)). (2.09) 
x” (x—On) 
Принятое ранее условие 2 >> с не является здесь необходимым, 
поскольку повторные интегрирования формулы (2.08) показывают, 
что при $5 <пи большом ¢ производные g(t) имеют порядок 
t 

O(e™ yy O(t"-*) или O(t"-*-!), когда значения 6, соответственно 
положительны, равны нулю или отрицательны. В любом случае 
формула (2.03) справедлива при x > тах (о, 0). 

Наилучшее значение 6, определяется, очевидно, равенством 


(п) 
g(t) 
oO | (2.10) 


0, = sup + In 

(0,00) | # 

При условии (2.02) это значение конечно, если 4“” (0) 0. В про- 

тивном случае следует рассмотреть не равный нулю член ряда с 
большим номером. 

В отличие от (2.07), отношение правой части (2.09) к факти- 
ческому значению |e,(x)| стремится к единице при х— со. He- 
обходимость вычислять производные q(t) является недостатком. 
Метод, изложенный в $ 9, устраняет эту необходимость. 

2.4. В качестве иллюстрации оценки остатка, указанной в пре- 
дыдущем пункте, рассмотрим снова разложение неполной гамма- 
функции. Если положить t= 2(1-+ т) и 4(т) = (1- т)"-!, то 
формула (1.02) принимает вид 


© 


еж бе, (2) = 2" | е_ *'9® (ат (a > 0) (2.41) 
0 


(ср. (2.04)). Из (2.10) имеем 
с, = sup {(a —n-—1) nar, (2.12) 


30.) v 
Если a—n—1<0, то непосредственно видно, что эта верхняя 
грань достигается при Too и равна нулю. Это приводит к тому 
we результату, какой был получен в $ 1.1. 

В случае a—n—1>0 выражение в скобках положительно. 
Поскольку пределы функций ш(1 + т) и т равны в точке т = 
— 0, а вторая функция убывает быстрее первой, максимальное 
значение достигается при т—0. Следовательно, 6, = и —п— 1, 
и из формул (2.09) и (2.11) вытекает оценка i 


a — 1) (x= 2)... (a ne “т 


z—atat+i 


(z>a—n—1>0). 
(2.13) 


Le, (2) < 
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Кроме того, как следует из (2.11), остаток e,(2) при этих усло- 
виях положителел. Оценка (2.13) несколько слабее по сравнению 
с $ 1.2, но имеет более удобный вид. В частном случае при п=0 
в Ха 
Ге 
(ep. (1.05)). 


УПРАЖНЕНИЯ 


(a>1, а -— 1) (2.14) 


2.1. Показать, что сумма и произведение двух вполне монотонных функ- 
ций являются вполне монотонными функциями. 
2.2. Показать, что если q(t) > 0, а 4'’(1) — вполне монотонная функция, 
то 1/q(t) — также вполне монотонная функция. 
2.3. Пусть функция g(t) неотрицательна и непрерывна при t > 0 и каж- 
со 


дый из ее моментов | tq (t) dt, s=0,1,2,..., конечен. Показать, это функ- 
6 
ция f(r), определенная равенством (2.01), вполне монотонна в (0, ©). 
24, Доказать, что 


{ema ~ -Уе у 91), 


5 
2.5. Доказать, что 


оу Уи 4-47... @-2) Ри 
и Е = = “= (#— ®) 


Показать также, что для всех положительных х остаточный член меньше 
первого отбрасываемого члена и имеет TOT же знак. 
2.6. Показать, что 


© 


[а э На #)'/2} а = +8 (z)}, 
0 


где 
0<68(=) < {2(z— 0)}-! (z> 0); 


a 
o=sup 2 ь 


(0,00) t 


Оценить численное значение 6, вызислив последнее выражение при 
t = 0, 2, 4, 6, 8, 10, 15, 20, 25, со. 


$ 3. Лемма Ватсона 


3.1. Разложение (2.05) может быть получено прямой под- 
становкой ряда Маклорена 


a(t) =49(0) +47 (0) PTO .., (3.01) 
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для функции g(t) в (2.01) и почленным интегрированием. Ко- 
нечно, это не является доказательством; разложение (3.01) может 
даже не быть справедливым во всем интервале интегрирования. 
Но этот формальный метод наводит на мысль об одном естествен- 
вом обобщении: нельзя ли получить аналогичный асимитотиче- 
ский результат почленным интегрированием и в случае, когда 
разложение g(t) около точки ¢ == 0 производится по нецелым сте- 
пеням t? 

Утвердительный ответ был дан Ватсоном (1918a). Он обнару- 
жил, что несущественно, являются или нет показатели степени 
в разложении q(f) целыми или вообще равноотстоящими, а также 
сходятся ли они пли являются просто асимптотическими. Общий 
результат достаточно хорошо описывается следующей теоремой, 
которая, вероятно, является утверждением, наиболее часто ис- 
пользуемым ири выводе асимптотических разложений. 

3.2. Теорема 3.4. Пусть q(t) — функция положительной пе- 
ременной t и 


9(0 > Ха" +0), (3.02) 
s=0 
где kU и — положительные постоянные. Тогда 
© © 
—xt ST nf s-ba as 
fe “и - Ут (к @-39) в) 


при условии, что этот интеграл сходится при всел достаточно боль- 
цих т. ~ 

Мы можем сказать, что разложение (3.02) индуцирует разло- 
жение (3.03). Сформулированные условия нозволяют функции 
q(t) иметь конечное число разрывов и точек, в которых она мо- 
жет обращаться в бесконечность где угодно в области интегриро- 
вания, включая точку t= 0. Сходимость интеграла при t = 0 
для всех Z гарантируется условием (3:02). 

Эту теорему нельзя доказать прямым применением метода 
интегрирования но частям. Вместо этого мы поступим следую- 
щим образом. Определим для каждого неотрицательного целого 
числа п функцию 


п— 


n= )— Ха"  (>0). (3.04) 


s=0 


Умножая обе части равенства на г и интегрируя с помощью 
интеграла Эйлера, мы получаем 


fe 9 (t) = > ret ere 4) seria + |= “a (4, я 
| 


—0 
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Интеграл в правой части существует для всех достаточно больших 
т, так как это утверждение верно для интеграла в левой части 


(по условию). 
При t—0 имеем ф„(Ё=0(К”"*-/*). Это озпачает, что су- 
‹ ществуют такие положительные числа А» и А», для которых 


[Ф»(#) | < Кю (015 %,). 


Поэтому 


hey kn 

С (' Е р a К 
ее а К, | eter —wings ст (Е) —. (3.06) 
0 0 


fe] gray 


Чтобы оценить вклад от uuTepBadta [k,, со), выберем такое зна- 
со 


чение Х перэменной z, для которого интеграл | ¢—*p, (dt схо- 
5 
дится, и напишем 


t 
,() = J e*o, ) dv, 


Rn 


так что функция ,(f) испрерывна и ограпичена в [Л,„, ©) 
Обозначим через L, точную верхнюю грань |@,(t)| в этой 0б- 
ласти. Если « > X, то после интегрирования по частям мы на- 
ходим 


|: ee, (dt = | eX (dt = 
can kn 
= (z— X) j eq, (dt. (3.07) 
Поэтому | 
Г ео, () dt] <(a— X) Ly | г = Le (3.08) 
Ry kn 


Объединяя формулы (3.06) и (3.08), мы видим, что интеграл в 
правой части (3.05) имеет порядок О (57“"*»/*) при 2- co, и тео- 
рема доказана. 

Оценки остаточного члена для разложения (3.03) будут даны 
позднее в этой главе ($ 9). 


7 ©. Олвер 
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УПРАЖНЕНИЯ 


3.1. Доказать, что 


bed 4/2 = 2.52 _ 42 
few Bar ~ (=) / г», (= 12.3 75 pile 1): (2 — со}. 
: ыы fo $1 (8z)* 


< 


3.2. В обозначениях упр. 3.5 из главы 2 показать, что 


Ea) ~e* See (шо), 
#=1 


где си == 1/2, ез = 1/8, ез = — 1/32. ey == --1/128 ПЖри, 1937]. 

3.3. Пусть интеграл (2.01) сходится при весу достаточно болыних zi 
оказать, что достаточным усяовием того, чтобы разложение {2405} было 
асимитотическим разложением до п-го члена, являотся непрерывность 

4‘”) (2) в окрестности точки t= 0. 

3.4, Предположим, что q(t) удовалетваряст условиям теоремы 3.1, но име. 
ет простой полюс во внутренней точке интервала (0. оо}. 

Доказать, что формула (3.03) применима ири условии, что для интеграла 
рассматривается главное значение в смысле Коли. 


$ 4. Лемма Римана — Лебега 


AA. Предиоложим, что в скрестности ионениой точки @ исили - 
чая, возможно, саму точку @, фуикция 4(1) испрерывиа. Кромо 
того, допустим, что при t—>d слева существует предельное зи 
ние 4(4— 0); апалогичио существует 9(4а--0) при td справл. 

Если 9(4-- 0) a(d +0), зо dan 


uy 


зывается точкой разрыза в pie 
скачка. Бели 9(@—0) = +0), 
но 4(4)5-4(а— 0) или g(d) ite ‹ 
ществует, то d называется тоз 
устранимого разрыва. Например, 1 
— 1=0 функция, опредолениая уе. 


= ыы. ВИЯМИ 
a @ 8 ¢ 


— 


q(t) =0 (t<0), 
Рис. 4.1. Нусочная ненрерыв- 4(0) = 1/2, q(t) = 1 (t>0), 
ность в [а, 6). 
имеет разрыв в виде скачка, а ce 
проязводная имеет устранимый разрыг. 

Простым разрывом называется либо разрыв в виде сказка, ли- 
бо устранимый разрыв. 

Далее, предположим, что функция 4({) непрерывна 8 конеч- 
лом или бесконечном интервале (а, 5), исключая конечное число 
простых разрывов. В этом случае мы говорим, что функция 9(1) 
кусочно-пепрерывна в (а, 6). Если, кроме того. число @ конечно, 
а 9(а--0) существует, то функция 4(1) вазывается кусочно-не- 
прерывной в [а, 65); сравните рис. 4.1, Аналогичные определения. 
‘можно дать для интервалов (а, 6] и [а, 6]. 
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а 


4.2. Излагая асимитотнческую теорию определенных интегра- 
лов от осциллирующих функций, мы часто будем пользоваться слс- 
дующей теоремой, пазываемой также леммой Римана — Лебега. 

Теорема 4.1. 1) Пусть функция g(t) кусочно-непрерывна в 
жомпактном интервале [а, 6]. Тогда 


b 


Тема но (и- о). (4.01) 


a 


2) Пусть а конечио или равно —oco, 6 — конечио или равно 

“Loo, а Функция 9(1) — непрерывна в (в, b), исключая, возможно, 
кокечное число точен. Тогда формула (4.04) также справедлизи 
GNU, что нитесрал равномерно сгодится в а, В и в упомя- 
MYPOLE TOURAL пра всес Эостаточно больших 2. 
Два момепта в этом утверждении заслуживают внимания. 
‚ всего, результат 2) включает 1) в качестве частпого слу- 
чая. Во-вторых, если интеграл (4.01) сходится абсолютно, то оя 
обязательно сходится и равномерно; с другой стороны. легко про- 
верить интегрированнем HO частям, что, например, интеграл 


ера пел’ 


a ixt 
= lt (0<6<1) (4.02) 


0 


равпомерно сходится на обоих пределах при a DX (> 6), но ne 
сходится абсолютно на верхнем пределе. 

Чтобы доказаль утверждение 1), заметим, что достаточно 
установить этот результат, когда функция y(/) непрерывиа в 
[«, 6]; обобщение на кусочпо-ненрерывные функции производится 
¢ помошью разбиения области интегрирования и затем суммиро- 
ванпя. Кели фуинция 9(2) непрерывна в [а, 6], то она автомати- 
CK равномерно непрерывпа в этом онтервале. Это означает, 
уго для каждого положительного числа в найдется конечное чис- 
410 точек деления /„, дая потарых 


к <и<ь<...<ы 


а 


& 


190—951 <= (15-13153) 
при 5 = 1,2,..., п. Тогда 
Py n ts n 's а 
фи - Nate) [| eae DB | ее —aeayat. 
а 5—1 1 


Обозначим через © максимальное значение |q(t)| в [а, 6]. 
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Поскольку 
в 
ixt 2 
 e'*dt | = <= (>09 
а 
для любых действительных чисел © п 8, мы имеем 
b n 
ixt 20rn , WY = 205 & 
fe ада <=: +2 tJipcy = ta <, 


если x > 4Qn/e. 

Докажем утверждение 2). Пусть d;, do, ... dm — внутренние 
точки интервала (a, 6), расположенные в порядке возраставич, 
в которых функция 4({) разрывна или бесконечна. При этих ус- 
HOBEAX существуют такие конечные точки о. и Be, что 


a= Go < Bo ay <a < < da <<a <n < Ba <b 


и каждый из питегралов 


oy 5 Seth , 
ета аь { egal, | еда 
а бт | its 


(s =0,1,...,m—1) 


ограничен по абсолютной величине числом г при всех x, больших 
некоторого Х. Для завершения доказательства следует к каждому 
из интервалов [., В.], $ = 0, 1,..., т, врименить результат 1). 


УПРАЖНЕНИЕ 


4A, Пусть функция g(t) пепрерывна в [0, 00), 4’(1) абсолютно интегри- 
руема в том иитервале и g(t) стремится к пулю при # —* ©. Доказ: 


это пнтограл \ eg (1) dt равномерно сходится для всох достаточно бель- 
8 


их 5. 


$ 5. Интегралы Фурье 


5.1. Вторым типом интегралов, к которым может быть пено- 
средственно применен метод интегрирования по частям, являются 
интегралы Фурье с конечными пределами 

о 
int 
Ка = Seg (at, (5.01) 


а 


где a, би q(t) не зависят от положительного параметра г. 
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Если функция q(t) непрерывна, а 4’({} — абсолютно интегри- 
руема в [a, 6], то 


I (x) = {ед (а) — ежа (b)} + в (2), (5.02) 


где 
b 


2; (1) = =| eg! () dt. (5.03) 


a 


Последний интеграл сходится абсолютно и равномерно, и поэто- 
му в силу теоремы 4.1 &1(х) =0(2') при ro, 

Далее, если все производные q(t) непрерывны в [а, 6], 
после и-кратного интегрирования по частям получаем 


n—1 
+. . 
по = УЕ) ео фор, 6.09 
ых. 
где | ` 
a 
в, (2) (+ гео (9 dt. (5.05) 


В этом случае =„(х) ==0(1—") снова в силу леммы Римана — Ле- 
бега. Следовательно, выражение (5.04) является асимитотическим 
разложением I(x) при больтих x'), 

5.2. Полученные результаты легко обобщаются на бескопет- 
ную область интегрирования. Предположим, что все производиые 
q(t) непрерывны в [а, ©) и каждый из интегралов 

к 

фене (ра  (5=0,4,...) 

a . 
равномерно сходится при всех достаточно больших х. Нолагая 
6— ов (5.02) и (5.03), мы видим, что функция e“*g(6) должиа 
стремиться к постоянному предельному значению, а так как & 
принимает более чем одно значение, то 4(5)->0 при 6 - co, Ири- 
мепение теоремы 4.1 приводит теперь к формуле 


12) ="g@+o(4) @-=). 


Проведенные рассуждения можно последовательно повторить 
для и =1,2,...в (5.04) и (5.05). При этом мы получим 


паки Уве (Е @- =) 
0 


+) Сравните упр. 7.1 из главы 1. 
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5.3. В конечной области интегрирования можно дать простую 
оценку для остаточного члена (5.05): 


Jen (2)| < (6 — а) Оз", Qn =e 19° (6) |- 
а, 
Однако эта оценка часто бывает слишком завышенной и лучше 
использовать оценку 
len(2)|<2-"%,s(q°-”). 


Оценка такого вида применима и в случае, когда область интег- 
рирования бесконечна. 


УПРАЖНЕНИЯ 


5.1. Используя (5.04) при п == 3, доказать, что 


со 


ВИЙ г = 
f efssbice = реб, tne fee) < (2+ 48 у a a 
| Е 55 5 / a 


5.2. Доказать, что если 5 > 0, а п— любое неотрицательное число, то 


1 i n—{ $. 

? у ; =ы 2 
fem tin d+ 2) de ша > Sie = (= < 
iif ” s=0 apt! ы 


п! 
52 + 


$ 6. Примеры; случаи, когда метод неэффективен 


6.1. Следует соблюдать особую осторожность при оценке ос- 
татков разложений, полученных в предыдущем пункте. Это можно 
продемонстрировать па следующем примере '). 

° Рассмотрим иитеграл 


л 


I(m) =f am dt, (6.01) 
0 


a1 
в котором т — большое положительное целое число. Применение 
‘результатов $ 5.4 при 4 (#) =n дает 
(28-1) 
I(m)~ (— "У ни т (т), (6.02) 


з=0 


1) Олвер (1964а). ‘ 
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поскольку g?*)(0) =0. Первые три печетные производпые 
функции g(t) имеют вид 
$ 2: 3) (7) — _ 24 (8—2 
9 (1) {2 + 1)?” 9‘ (1) (#2 + 4) 7 


5 240 (315 — 1023 + 38) 
Е тп 


откуда можно получить зпачепия 
а’(л) = —0,05318, 43 (л) =—0,04791, 48 (1) = —0,08985, 
верные с точностью до пяти десятичных знаков. Поэтому при 
т == 10 первые три члена разложения (6.2) дают вклад 
— 0,0005318 + 0,0000048 — 0,0000001 = —0,0005271. (6.03) 
Но этот внешне правдоподобный ответ совершенно неверен, по- 


скольку прямое численное интегрирование интеграла (6.01) пока- 
взывает, что с точностью до семи лесятичных знаков 


[(10) =—0,0004558. (6.04) 
Это расхождение целиком обусловлено тем, что мы препеб- 


регли остаточным членом. Если обрезать (6.02) па элементе с но- 
мером 5 = и—1, то остаток имеет вид 


п 
(=1)" > 
ет (т) = cos (mt)g?” (t) dt = 
5 


mn 
л 
ТЫ 2 
=e | sin (mt) g@"+4) (#) dt. 

é 

Поэтому 
| во» (т) [ << Я%, «(94‘2”) (т? 1. (6.05) 

При n= 2 


g(t) = 24(5t4 — 4012 4-1) /(u2 + 1)5, 


Стациопарными точками этой функции являются нули 4“) (1). 
В рассматриваемом питервале лежат нули t =0, 1/V3, УЗ; вы- 
числения дают 


44 (0) = 24,00, g(1/V3) = — 10,12, 
g (УЗ) = 0,38, g(x) = 0,06. 
Следовательно, 7%, „(4“”) =44,94 и оценка (6.05) принимает 


вид 
[=4(10) | <0,00045. 
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Величина правой части говорит о том, что сумма (6.03) может 
иметь значительную погрешность (хотя действительная погреш- 
ность удовлетворяет этой оценке). 
. Существенное улучшение разложения (6.02) можно по- 
пучить, если использовать тождество 
о 


[ее sone", (6.06) 
0 


1-1 2 


которое легко проверить с помощью контурного иптегрирования. 
Сложение с (6.01) дает 


I(m) == 


Применяя к последнему интегралу метод $ 5, мы получаем 
n—t 
4 pea то 
Г(т) = ne" (— "ус yore so + nen (im), (6.07) 


где новый остаточный член имеет оценку 
дэ» (т) | <x, (9) /т?"ч. (6.08) 


Представление (6.07) отличается от (6.02) паличием члена 
ne~"/2. При т = 10 этот член имеет значение 0,0000713, которое 
точно равно расхождению между (6.03) и точным  зпачением 
(6.08) при п = 2: производная q(t) не имеет стационарных TO- 
чек в интервале (л, 00); поэтому 


Px, 0 (44?) = q (п) = 0,06, 
и оценка (6.08) принимает вид 
[и (10) | <0,0000006. 


Причина, по которой остаточный член 22, (т) в общем случае 
много больше, чем соответствующий остаток Non (т), кроется 
в том, что производные g(t) принимают в интервале (0, л) су- 
щественно болышие значения, чем в (л, со). В свою очередь, это 
связано с тем, что в комплексной области особенности функции 
g(t) в точках == -51 лежат ближе к интервалу (0, л), чем 
к (x, ©). 

Из предыдущего примера можно извлечь два важных урока. 
Во-первых, численное использование асимитотического разложе- 
ния без исследования его остаточных членов может привести 
к совершенно певерному ответу. Во-вторых, учет членов, экспо- 
ненциально малых по сравнению с другими членами разложения, 
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может существенно улучшить численный результат, даже если 
этими малыми членами можно пренебречь в смысле Пуанкаре '). 
6.3. Последние два пункта дают пример частичной неэффек- 
тивности метода интегрирования но частям при выводе удовлет- 
ворительного асимитотического разложения интеграла Фурье. 
Нолная неэффективность может быть продемонстрирована на слс- 

дующем примере ?). Положим 

к 

Г (т) = } cos (mt) а (8) dt, 

a 
The a u 6 — целые кратные л, а все нечетные производные g(t) 
обращаются в нуль в точках а tb, Такой впд (с соответствующи- 
ми пределами) имеет интеграл (6.06). Применение метода $ 5 дает 


0 


eee... (то). 


I(m)~ =. + 


Этот результат справедлив, но бесполезен для численных и боль- 
шинства аналитических целей. Аналогичный результат получает- 
ся, если заменить в интеграле cos(mt) на sin(mt) и предполо- 
жить, что в точках @ и 6 обращаются в нуль четные производные 
функции g(t). 

Как ив $ 6.2, при этих условиях для получения удовлетвори- 
тельного приближения для /(т) может оказаться необходимым 
обращение к методу контурного интегрирования. 

6.4. В качестве примера рассмотрим интеграл _ 


© 


tsin tsin (xt) 
(a) = i. re a (tat, 
где & — положительная постоянная, a © — большой положитель- 
пый параметр. Предположим, что функция A(t) действительна 
при действительном ¢ и голоморфна в области, содержащей поло- 
су |Imt| <8, где В >. Предноложим также, что 


h(t) =O(t") (Ве) (6.09) 


равномерно относительно Imé в этой полосе, причем 6>>0. Тогда 
мы приходим к тому случаю неэффективности метода, о котором 
шла речь в предыдущем пункте. Это связано с тем, что функция 
#1(1) (Р--<?)-! имеет равномерно относительно & порядок 
O(t-!-*) при Ве? - +00 и поэтому все ее производные 3) стре- 
мятся к нулю ири t—> 0; сравните упр. 4.7 из главы 4, 


1) Cm. $ 7.4, гл. 1.— Прим. ред. 
2) На этот пример указал автору Л. Максимон. 
3) Входящие в члены разложения.— Прим. ред. 
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ие теоремы о вычетах к полосе 0 < Imé = В дает 


i Е — = h(t) dt = nie~“*h (ia) + 8 (2), 
где 
те 
г (2) = вай (oat, 


причем Y — линия с параметрическим уравнением t = i8-+t, 
coc t<oo, Очевидно, что 


|e (z)|<e* | 
2 


и 


th (t) aaa = O(e —#=), 


так Kak питеграл конечен в силу условия (6.09). Объединение 
этих результатов приводит к явному представлению 


12) = ne~* Ве {h(ia)}+O(e™) — (w@ + 00), 
УПРАЖНЕНИЯ > 


6.1. Пусть т — положительное целое число. Записав интеграл 


д 
I(m) = (= (mt) dt, 


4 sht 

в виде 

Та Ша 

Si — —-—]si dt, 
в я ) in (mt) 

показать, что 

—4y™—1 

I(m)~ 5 ке un Sy 1) jan (т — о), 


s=0 


значение 25-й производной функции 1/sht в точке ¢ == л. 
зать также, что более точное представление имеет вид 


I(m)~ Е == = +o" У (= 
и i 3=0 
6.2. Показать, что если @ и В — положительные постоянпые и х положи- 
тельно, TO 


со 


| exp (~ p74?) sin (zt) at= = exp (@2p2 == aa) - = (1) 
| Ра? 2 ь ” 


где 1 


|е(2) | < %B exp(— Be + 628?) /{26 (6? — a")}, 
причем В — любое число, превосходящее ©. Далее, предположив, что В может 
зависеть от 2, вывести формулу 


вод = 0 fete 100), 
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$ 7. Метод Лапласа 


7.1. Рассмотрим следующее обобщение интеграла из $ 2: 
b 


I (2) = (ео (t) dt, (7.04) 


а 


где а, b, p(t) п q(t) не зависят от положительного параметра =z. 
Зпачения а п 6 могут быть бесконечными. Возникновение изло- 
женного ниже эффективного метода аппроксимации 1(2) связано 
с именем Лапласа (1820). Максимальное значение (пик) множи- 
теля е-“?“? достигается в точно t = fo, в которой p(t) имеет ми- 
нимум. Если 2 велико, то этот пи: очень острый, и график подын- 
тегрального выражения подсказывает, что преобладающая часть 
вклада в интеграл определястся окрестиостью точки &. Поэтому 
мы заменяем р(2)} и 9({) главными членами их разложений в ря- 
ды по возрастающим степеням разности ¢—zto, а затем, в зависи- 
мости от условий, расширяем пределы интегрирования до — о 
или -+-oo, Получающийся интеграл вычисляется явно и дает ис- 
комое приближение. 

Предполояшм, например, что &%==а, р’(а) >0 и g(a) 0. Тог- 
да указанная процедура выглядит следующим образом: 

b 

I(a)s ен (a) dt = 


: 
я — хр(а) 
аа [о OS (702) 


a 
С другим общим случаем мы встречаемся, если р(Г) имеет про- 
стой минимум во внутренней точке to интервала (а, 6) и 9 (№) 5-0. 
Тогда 

b 


1(2) = {exp| = | ( ty) р" (to) 


q (ty) at 


el 


aque” | окр [-- 2 — в") = 


5—2, 1.09) 
4 ap” (to) . о 
Следует отметить, что при построений этих приближений 
предположение о том, что только окрестность пика играет важную 
роль, использовалось дважды: во-первых, при замене p(t) и g(t) 
главными членами их разложений по степеням t—to, и, во-вто- 
рых, при замене 6 на co п в формуле (7.03) а на —oo, 
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7.2. Предыдущие рассуждения являются эвристическими. 
Сформулировав точные условия на p(t) и g(t), мы докажем, что 
приближение Лапласа является асимптотическим для данного ин- 
теграла при х-— oo, Без потери общности можно предположить, 
что значение а конечно, а минимум функции p(t) достигается 
в точке t= @: в других случаях область интегрирования можно 
разбить на части точками минимума и максимума функции p(t) 
и, если это необходимо, изменить знак 7. 

Предположим, что пределы а и 6 не зависят OT 2, значение а 
конечно, а b(>>a) — копечно или бесконечно. Функции p(t) и 
q(t) не зависят от х, причем p(t) действительна, a g(t) — дей- 
ствительна или комплекснозначна. Проме того: 

4) p(t)>p(@) nput & (а, 6) и для каждого с & (а, 6) точная 
пижняя грань разности p(t)—p(a) в [с, 6) положительна '); 

2) р’(1) и q(t) непрерывны в окрестности точки a, исключая, 
созможно, саму точку а; 

3) при ta справа 


В) (а) ~P(t—a)*, g(t) ~Q(t—ay"1, 


и первое из asTU соотношений допускает дифференцирование. 
Здесь P, и и А — положительные постоянные (целые или нет), 
а О 5 0 — действительная или комплексная постоянная; 

4) интеграл 


b 
I (a) = | eg (ty at (7.04) 


a 


абсолютно сходится во всей области иитегрирования при всех Jo- 


статочно больших x. 
Теорема 7.12), При сформулированных условиях 


па т ( 


KR ра 
| 


“i РЖ (x—> оо). (7.05) 

Переходим к доказательству. 

7.3. Условия 2) и 3) ноказывают, что можно найти такое чис- 
ло Ё, достаточно близкое к а, что в интервале (а, k] функция 
p’(t) ненрерывна и положительна, a g(t) — непрерывна. По- 
скольку p(t) возрастает в (а, К), мы можем взять 


v = р(1) —Р(а) 


в качестве новой переменной интегрирования в этом интервале. 


1) Другими словами, p(t) достигает минимума лишь в а. 
2) Эрдейи (1962, $ 2.4), 
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Тогда v(t) u ¢(v) — непрерывные функции и 
к х 
em (8g (дав = [ef (v) dv, (7.06) 
F a é 
где 


и=Р—р@), {0-90 -=Й у. (7.07) 


Очевидно, что значение х конечно и положительно, а функция 
{(52) непрерывна при v & (0, х). 
Поскольку v~P(i—a)" при t—>a, мы имеем '} 


t—a~ (ИР) (в +0) 


. и, следовательно, 


(7.08) 


Используя это соотношение, мы переписываем интеграл (7.06) 
B виде 


х [ое 
—xv Q 20, (M/W yy | 1 
fe fw)yé ae i! ey "ар — ¢ a) +e,(z), (7.09) 
где 
© х 
_ (же Фа ( —< f Qe | ‘ 
e(a~ fe v dv, &5(2) = je a т ори" ina 


Первый член в правой части (7.09) можио вычислить с по- 
мощью интеграла Эйлера; он сразу даст искомое приближе- 
пие (7.05). 

Далее, пусть дано произвольное положительное число #; сде- 
лаем х достаточно маленьким (выбирая К достаточно близко 1; а), 
чтобы 


ov w—4 


(Q,v/sw—t 
ty — 2 


pp 


O<v<y); 


сравните (7.08). Теперь, используя снова интеграл Эйлера, мы 
выводим неравенство 


leatey<e Qtr (3) рт (7.10) 


1) См. теорему 5,1 из главы 1. 
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В-третьих, имеем 


2, (2) = т Е кг) =0( (7.11; 
УГ п © а 
при больших x, где T(A/p, хх) — неполная гамма-функция; сран- 
пите (1.04). 
Наконец, пусть X — значение параметра х, при котором инте- 
трал 7(2) абсолютно сходится; положим 


= Ш {р (t)— p(a)}. (7.12) 
[k,b) 


В ау условия 1) значение ц положительно. Полагая x > X, 
имеем 


xp(t)—xp(a) = (a—X) {р(1) —р(а)}--Х {р(1) —Р(а) } > 
2 (=—Х)ч--Хр(1) —Хр(а} 


и, следовательно, 


RPO [4 (1) Ld. 


6 
eH) [у Oo ie ee 
в 


Доказательство теоремы 7.1 будет завершено, если мы сде- 
лаем х настолько большим, что правые части выражений (7.11) 
и (7.13) станут меныше 1—”*; это всегда возможно, TAK к: 
хи | — ноложительны. 

7.4. В качество примера рассмотрим молифицированную фунн- 
цию Бесселя целого порядка 


2 


To) 4 | excost cos (nt) dl; 


сравните упр. 10.1 из главы 2. В обозначениях $ 7.2 


p(t)=—cost, g(t) =~! cos (nt). 


Очевидно, что p(é) возрастает при O<t<a и условия 1) и 2} 
удовлетворены. Условие 4) не используется. При #—0 


р) =—1+-5-# +00), ад=я'--0(®). 


Следовательно, р(а) =—41, Р=1/2, ц==2, О==л-! и 7.=1. Но- 
этому теорема 7.1 дает 
T(x) ~ (2a) ~"/e* (x—> о, п фиксировано). 
Следующие члены этого приближения приведены ниже 
в yup. 8.5 (при n= 0) ив $ 8.2 главы 7 (для произвольного п). 
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7.5. Более сложный пример ') дается интегралом 


оо 
Га) = f ext-d—nintgy, 
é 
Прежде всего отметим, что очевидный выбор p(t) = —# бес- 


плоден, поскольку —f не имеет минимумов в области интегриро- 
вания. Поэтому мы рассмотрим максимальное значение (пик) 
есего подынтегрального выражения. Оно находится из уравнения 


д—1— шт! +4 —— = 
При болыших x подходящий корень этого уравнения имеет вид 
и 


Для применимости изложенной выше теории необходимо, что- 
бы положение максимума функции, стоящей в показателе эксно- 
ненты, пе зависело ot x. Поэтому мы возьмем т == & в качестве 
новой переменной интегрирования (ЕЁ == е"-!), так что 


(x) = 82 {eg (2) dr, (7.14) 
0 


где и 
p(t) = t(Int—1), g(t) = т. 


Единственный минимум функции p(t) находится в точке 
т = 1. Разложение но стеценям т—1 имеет вид 


pi) = —1-- 1) Ка. gO) HAE 2) 


Поэтому в обозначениях $ 7.2 р(а) = —1,P = 4/2, и =2, О =1 
и A= 1. Следовательно, общая формула (7.05) дает 


с 1/2 
{etry (т) dt ~ (=) её. 


41 


Заменяя т на 2—tT, мы видим, что TO же самое асимптотиче- 
ское приближение справедливо и для соответствующего интограла 
по области 0<т=1. Подстановка этих результатов в (7.44) и пе- 
реход к первоначальной переменной x приводит к искомому 
результату 


T(z) (дек exp (#1) — (2-0). — (745) 
Читателю рекомендуется внимательно разобраться во всех 
этапах решения этого примера, поскольку они часто встречаются 


1) См. Евграфов (1962, стр. 27). 
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в других примерах и методах. Во-первых, уравнение для абсциесы 
точки максимума было составлено ва основе всего иодынтеграль- 
ного выражения. Во-вторых, это трансцендентное уравнение было 
решено асимитотически при больших xz; обозначим это решение 
через # = €(x). В-третьих, была введена новая переменная инте- 
грировапия т = t/$(x) для того, чтобы сделать (приближенное) 
положение нового максимума He зависящим от параметра г. 


УПРАЯШШЕНИЯ 


7.4. Используя интеграл, указанный в упр. 7.9 из главы 2, показать, 
что LYM фиксированном положительном & и большом п полиномы Лежандра 


P,.(ch@) можно приблизить функциями (2am sh а)? еб). 
оо 
7.2.:) Пусть А, (2) = \ e—Vt—*8h1 Ge, Показать, что 
5 
Ay(z) — Их (x —* о, у фиксировано} 
А, (ау) ~ 1/(ау +) 
(у —+ oo, а фиксировано и неотрицательно). 


Показать также, что если а фиксировано, у — ©, то A_y(av) имеет 
асимитотические приближения вида 


4 2 \1/3 1\4 2m \1/2 (14 (4 — а2) 2 \¥ 
о р GREY № 


exp{—v (1 — a2) 1/2} 
(Е — a2) 1/4 


х 


в соответствии с условиями а > {, а = 1 или 0<аЦ< 1. 
7.3. Пусть и и В — постоянные, причем 9 <а< {Ти В> 6. Показать, 
что для болыших пололзительных значений 5 


co 
{ exp(—t— 21%) ar Г Фа) 
9 agi’ 


ехр (— 2-2) Pla ~ 


| 


4/2 9 2 
~ (=) | (г) 02—29) exp{(1— a) (а) И} [Rorxym, 1933]. 
7.4. Показать, что 
© 
{ tte" Int dt ~ (21)? е “ТИ? т (2 > оо). 
a 


1) Этот интеграл связан с так называемыми функциями Ангера (ср. нп- 
же упр. 13.3). 
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7.5. Предположим, при условиях § 7.2, что ири ё —ха--0 
P= UP ад OLE a4}, 
a(t) = Q(t — at + OL(t — а), 


rie fy) > p uw Ay >^А. Доказать, что oTnocu 
(7.05) имеет порядок О (5-%/*), где 


@ = min(2;—2, Ш -— в). 


ельная погрешность в формуле 


7.6. Предиоложим, что функция p(t) испрерыви?, a p(t) имеет конечное 
число максимумов и минимумов в (а, 6}. Hero! д доказательства 
$ 3.2, показать, что условие 4) теоемы 7.1 из § 7.2 мож менить © оу 


щим условием: /(х) сходите» по крайней мере при одном спачении х 


$8. Асимптотические рой 
на основе метода Jfanaaca; 
тамма- -фу нкция при больших значениях аргумента 


8.1. Теорема 7.1 подтверждает предположение о TOM, что при 
"достаточно общих предположениях асимнтотическая форма инто- 
грала (7.01) при больших x зависит только от поведения подыи- 
тегрального выражения вблизи точки минимума функции р(!). 
Предыдущие рассуждения можно обобщить и получить полное 
асимитотическое разложепие I(x) по убывающим степеням 2. 
Предположим, что функции р(1) и g(t) разлагаются в ряды по 
возрастающим стененям {#—а в окрестности точки а. Как и в слу- 
чае леммы Ватсопа, несущественно, сходящиеся это ряды или 
асимитотические; не обязательно также, чтобы степени #—а были 
целыми. Мы продемонстрируем метод на следующем иримере. 

Допустим, что 


р-р + № р. (1 — а (8.01) 
820 
и 
9(9 > У (а) (3.02) 


при ta справа, где в и ^- положительные постоянные '). 
Без потери общности можно предноложить, что ро520 и 90520. 
‘Tax как fa — точка минимума функции p(£), ностоянная ро по- 
ложительна. Допустим также, что разложение (8.01) дифферен- 
цируемо, т. е. 


ро DE+wWet—att (+040. 809 


1) В действительности можно считать А, комплексным числом, удовлет= 
воряющим условию Re A > 0; это не приведет к усложнениям. 


8х. Олвер 
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Подставляя (8.01) в уравнение 
v= p(t)—p(a) 
at обращая его, как в главе 4, $ 8.4, мы приходим к разложению 
вида 


© 


t—aw~ Nev wv>++0). (8.04) 


8=1 


Можно проверить, что первые три коэффициента имеют следую- 
щие значения: 


в р ь (#--3) р! — 2H Popa 
41 3 pL, С = те 
pile up} +(2/m) Зеро Ию 


с . (3.05) 


Подстановка этого результата в (8.02), (8.03) и пспользование 
равенства 


fo=aoZ- (8.06) 
(ср. (7.07)) дают 
ле) 3 avor—wm > +0), (8.07) 


где коэффициенты а, выражаются через р, и Qs. В частности, 


mete [АО] 4 
op is Го . Про РОО 
и 
43 __ (АЕ) ра 1 МВА (44-2) | 1 
а, [Е ae Е + + р poral ae roe 


{В случае 4 (1) =1 имеем A=1 и а, = (8-+1) Coai/p.) 
8.2. Теорема $3.1'). Пусть выполняются условия (1), (2) 
u (4) из $ 7.2 и справедливы разложения (8.01) — (8.03). Тозда 


b J 
Ferg ay at ет У ГЕНА) (es 00), (8.08) 


= и РА 


ede коэффициенты a, определены в $ 8.1. 


') Эрдейи (1962, $ 2.4). Теорема 3.1 получается в частном случае при 
а ==0,6 = ©, p(t) = # и замене #* на ft. 


$8 РАЗЛОЖЕНИЕ НА ОСНОВЕ МЕТОДА НАПНАСА ~ 415 


Это утверждение доказывается так же, как теорема 7.1. Мы 
снова предположим, что k — точка, расположениая справа от а 
достаточно близко к а, так что производная p’(t) непрерывва 
и положительна, а функция g(t) непрерывна в (а, &], и положим 
“= p(I)—p(a). 

Воспользуемся формулой (7.06). Для каждого положительного 
целого п коэффициент остаточного члена /,(2) определяется ра- 
венством ], (0) =а, п 


n—t 


jv) == м а,“ и + 5" els (v) («> 0). (8.09) 
8—0 


В соответствии с (7.09) имеем 


x п—1 
es 4 2, 
Je 1) w= У r(et ет &n,1 (2) + &n,2 (2), (8.40) 
Tae 
at № 
Ели (2) = p> г( 2% ть (8.11} 
a 
&n,9 (2) = в miiny | (v) dv. (8.12) 


0 
Из разложения (4.04) следует, что при больших х 
2..1 (2) == 0 (ez). 


Поскольку значение х конечно, а {.(5) непрерывна в [0, x], To 


x 
ела (0) = [оО (1) dv = O [ote } 
0 


gl tray 


Поэтому вклад области интегрирования (а, k) в 1(5) meer ука- 
занное асимптотическое разложение. Для оставшейся область 
(Е, 6) снова справедлива оценка (7.13), и асимптотическое раз-- 
ло’нение не меняется. Доказательство закончено. 

8.3. Важным примером является интеграл Эйлера 


со 


T(2)=a7' [ее wdw (@>0). 
0 


Подынтегральное выражение обращается в нуль при w==0, воз- 
растает до максимального значения при Ш==, затем монотонно 
убывает до нуля при ш -> co, Положение максимума можно сде- 
8* 
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лать He зависящим от 2, взяв w/z в качестве новой переменной 
питегрирования; но поскольку обозначения несколько упрощают- 
ся, если максимум находится в начале координат, мы положим 
w= 2(1+t). Тогда 


aye" | eo (hb dl = е “ая | е 7? 4, (8.13) 
2 “4 


тде 
p(t) =t—In(1+%). 


Разбиение интервала интегрирования в точке минимума функ- 
uuu p(t) дает 


f 


, ea (2) == | в MO dt | eae, (8.14) 
0 о 


Так как p’(i) = И(1--1) п 


И... (-1<1<1, 


легко видеть, что условия теоремы 8.1 выполнены для обоих инте- 
тралов в (8.14). При v=p(t) обращение последнего разложения 
дает для первого интеграла 


|) 2 
t= Q/2y1/2 + = 


это разложение сходится при достаточно малых д. Отсюда 


fost ара, а +... (8.15) 


rile, например, 


а0==21/2/2, а1==2/3, ag=2'/7/12, аз==—4/135, аа==21/2/432. 


Из (8.08) паходим 


© 


co 
—xp(t) af[s+ 4) a, 
Je dt~ pA 1 ( 2 ) gerne" 


0 s=0 ‘ 


Аналогично, 


1 со 
—xp(—t) у s 81 @ 
fe xp at ~ 3 си (Е! я с 
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Подстановка этих рядов в (8.14) приводит к искомому результату: 


1/2 
ae 2л и 1 
Pia) wear (2) (4 + ht ghee +.) (00). 840 
Главный член этого разложенпя известен NOX названием формулы 
Стирлинга. Общего выражения для коэффициентов не имеется '). 


УПРАЖНЕНИЯ 


8.1. Предпололим. что производные p’(t) и p”(t) непрерывны в (а, 6), 
минимум функции p(t) достигается во внутренней точке & и p(t) отграниче- 
на oT p(to) при { — а или 5. Показать, что 


v 
| eT P(g (8) ав = а (tg) eT SP Mt) и р {1 450) (+)} (2+ 00) 
ы xp" (to) =) 


при условии, что р”(4) и p(t) отличны от нуля и интеграл сходится абсо- 
лютно при достаточно больших значениях г. 

8.2. Используя предыдущее упражнение, доказать, что относительная, 
ошибка в (7.15) имеет порядок О(е-*). 

8.3. Показать, что коэффициент а, из $ 8.3 удовлетворяет соотношению 
ЕЕ 


(s>1). 


4.1 eb alts 
aga, -| pitt 1 3 @2dy_9t a. 


8.4. Показать, что 


лу 


sos¥7 242 
| +=.) (c+ 00). 
8 


Останется ли этот результат верным, если заменить прелелы интегри- 


рования наа) 0 1 2, b) Он 412? 
8.5. В обозначениях $ 7.4 показать, что 


а к 42.32.52... (28—48 eect 
oe) ay >, (+ 0) 


st (84° 


8.6. Доказать, что 


Ш 1х Ret) (0) 
dn 1 +> +0), 
Zhe 77 >» i (in 22 re 


rae Re(v) =1/Т (5). 
8.7. Используя формулу Стирлинга, показать, что при фиксированном 
неотрицательном & 


Е: grt 
{ dv~et (1-09). 
PRC) 


1) Двадцать один коэффициент, a также приближенные значения сле- 
дующих десяти былин получены Ренчем (1968). 
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$ 9*. Оценки остаточных членов 
для леммы Ватсона и метода Лапласа 


9.1. В случае теоремы 3.1 естественным путем обобщения ана- 
лиза остаточных членов является введение такого числа On, что 
фуниция @,(é), определенная равенством (3.04), имеет оценку 


[а ()|<fan Ай (0 оо). — (9.01) 


Остаточный член в (3.05) удовлетворяет тогда оценке 


jenn (tat <r (st) lanl 


в (= mts Carl 

(x > max (0, 0))'). (9.02) 

Наилучшее значенле 0, дается формулой м 
6, = sup {фи (0)}, (9.03) 
(0,00) 
een 
3] ew) 

() 90 — 2 at 


= =+in 


a srw arr w/e 
Какив (2.09), оценка (9.02) асимптотически приближается к точ- 
ному значению абсолютной величины остатка при х -> со, 

Если значение 0, бесконечно, то указанный подход невозмо- 
жен. Это, очевилно, имеет место, когда а„==0; в этом случае мы 
просто переходим к большему значению и. 

Пусть 4,520; напболее общий случай, когда значение 6, бес- 
конечно, имеет место, если функция 1,(1) стремится к + © при 
t— +0. Из (3.02) получаем для малых # 


Ф» (1) и a|, tte La, of а vee 


Поэтому 


2 

Ont ,(1/и)—1 +2 mii) (о/р) 

а а 
в п a 


Если и>1, то КИ-1 + со. Если 4,31 и а, имеют противополож- 
ные знаки, то вопроса не возникает, поскольку правая часть стре- 
мится к —co при #—0. Но если и>1 и а, /а,„>0, то On = оо. 

9.2. Простой способ преодоления этой трудности состоит в ви- 
доизменении оценки (9.04) путем введения произвольного мно- 
жителя М, нревосходящего единицу; во многих случаях подходя- 


1) Условие z > 0 необходимо для справедливости формулы (3.05). 
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щим является значение М=2. Тогда вместо (9.02) получаем 


© 


md n-ta)  Mian| _ 
fe tp, (t) dt <r(t lea 5, 


(=> шах (6,,0)), (9.04, 
где 
ых 1 ф„ (В) 
On = SUP И Еж | (9.05) 


Эта оценка, как правило, имеет место, поскольку при #-— 0 выра- 
жение в скобках в последнем равенстве стремится к — 50. 
В частности, можно взять М == M,, где 


М» = sup | Фа (а |. 
(0,00) 


Тогда 6,=0, откуда следует, что отношение правой части (9.04) 
к абсолютной величине первого отбрасываемого члена асимптоти- 
ческого разложения равно М, и не зависит от 2. На практике, од- 
нако, М, может оказаться бесконечным или слишком большим. 

9.3. Другой подход заключается в следующем. Пусть m — наи- 
большее целое число, для которого т< и, и а, +: — нервый из 
элементов множества Any, @+2, ++ Angm, имеющий знак, противо- 
положный знаку Gn, или, если такое число не существует, полага- 
ем j==m. Пусть 


и w/e 
Pn= sup fin Фа т (9.06) 


(0,20) | # ана lh bias Heng it 
Тогда 
Г (О [И agg OM 
т. ай" и ОТ | еб, 
и 


< 


к фа < < Sr 


Jas] 
——- *-—-- 0 
B eam (9.07) 
Эта оценка приведет к желаемому результату, так как при #— 0 
Pn (t) pont hpi 


Г 
ава, да 


1 in 
t 


41-1 ый о (ев) 
а т ’ 


п 


и последнее выражение стремится к —00, если jxm—1, или 
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ограничено, если }==т. Кроме того, @,+¢,4:0'"+ ...+a,,0’" не 
может обращаться в нуль при ё & (0, оо). 

Преимущество оценки (9.07) заключается в том, что отноше- 
ние правой части к абсолютной величине фактического остатка 
стремится к единице при 2 -+ oo, в отличие от (9.04). Недостаток 
состонт в возрастании сложности оценки и необходимости вычис- 
лять коэффициенты, следующие за а». 

9.4. В случае теоремы 8.1 из доказательства легко вывести, что 
п-й остаточный член разложепия (8.08) можно записать в виде 
b n—1 
$ бы ыы п [$ 
J em srg (1) dt — e200) 2 [ ( 


a 


b 


ее, (2) + €~*Mey,9(2) + [е-ма (I)dt, (9.08) 
k 


где &—uncuo из (а, 6], удовлетворяющее условиям § 8.2, 
а Е, 1(2) и Е„,2(т) определены формулами (7.07), (8.09), (8.41) 
и (8.12) при v = p(t)—p(@). 

Первый остаточный член в (9.08) отсутствует, если k = b 
ир(5) = <, поскольку тогда % = со !), 
_ В других случаях из (1.05) и (2.14) выводим оценку 


ы е *2' 
г (1) Закат, 0) 


a 


(x > шах (% — 1, 0)). 


Используя это неравенство, получаем из (8.11) 
п—1 
г Р@®) a 
fe-*P@e, 1 (х) |< as > la, jal dw 


a 
n s=0 


где, как и раньше, х = p(k)—p(a) п 
а == шах {(m+A—p—1)/p, 0}. (9.10) 


Второй остаточный член e~*?e, (x) можно оценить метода- 
ми, аналогичными изложенным в $$ 9.1—9.3. Роль # теперь игра- 
ет переменная v, а ф„(1) заменяется на 0‘"+^-®/%/, (5); существен- 
ное отличие состоит в том, что верхняя грань в (9.03), (9.05) 
и (9.06) вычисляется в интервале O<vU<x% вместо 0<i<o. 
Оценки (9.02), (9.04) и (9.07) остаются снраведливыми для 
[е».2(2) |. 

Для последнего слагаемого в (9.08) можно использовать пера- 
венство (7.13), причем интеграл в правой части вычисляется для 


1) Условие в доказательстве теоремы 8.1 относительно конечности # и х 
не налагается в случае (9.08). _ : 
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подходящего значения Х. Или же, как ниже, в $ 10.1, иногда ока- 
зывается возможным промажорировать —p(t) и [9(#)| простыми 
функциями и аналитически вычислить полученный интеграл. По- 
скольку вклад интеграла экспоненциально мал по сравнению 
се =, 2(2), часто приемлема грубая оценка. 

9.5. Некоторые сложности при оценке |2„.2(2)| могут возник- 
нуть в следующем общем случае. Предиоложим, что функция 
p(t) п q(é) разлагаются в ряд Тейлора во всех точках интервала 
(а, 6); p(t) имеет простой минимум во внутренней точке (а, 6), 
a q(t } не образкается в нуль в этой точке. Без потери общности 
мы можем предположить, что: 1) минимум находится в точке 
t=0, 2) р(0)=р’ (0) =0, 3) область интегрирования такова, что 
Фу ункция р’(1)/{ положительна в интервале а<Ё<Ь и р(а) = 

p(b) =x. 

Kan и раныне. в области (0, 6) мы вводим новую переменную 

питегрирования 2 == p(t). Тогда 


х 


b 
| ense(0g (1) dt = | ev) dv, 
о 9 


тде 
q(t) _х (1/2, 
== а 
о wae? 


это разложение сходится для всех достаточно малых 1; сравните 
(8.07) при и=а ил == 1. 


Аналогично, 
о х 
Fe-song (ty dt = [ея 
a 5 
тде 
=. t < = 
{fv)=— rea == р (— 1)‘ а, 10/2, 
550 
Следовательно, 
о и 
J е—*а (i) dt = | е-®5Р (о) dv, 
a 0 


где для малых # 
Fv) =2 У Oy 3U pres 
Fa 


Так как последнее разложение производится по степеням 0, 
а не v’?, оценка вида (9.02) для остатка может быть построена 
< конечным значением показателя On. 
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УПРАЖНЕНИЯ 

9.1. Показать, что при х > 0 
г 1/2 
[e-sar = (=) e* (102), 
$ 2x 


где 0 < 60(2) < (82x)! 
9.2. Показать, что 


° st ь л1/2 [1 3 5 
J} ехр(- 28а (аи) dt=-\an+ в te @)y 
= 


105 


Reape (=> 4/5) (Олвер, 1968). 


0<2(х) < 
9.3. В предположении, что каждый из интегралов (моментов) 


© 


м,=[епо@ и=0,1,3, ..) 
3 


конечен, доказать, что при больших положительтых значениях x асимито- 
тическое разложение преобразования Стилтьеса 


= {LO a 
Г] the . 
имоет вид 7 
wo 
giz) = У (— 18x81 +e, (2), 


s=0 
тде п — произвольное положительное целое число или пуль и 
t 


| v"f (v) dv |. 
| 


(ати sup. 


$ 10*. Примеры 


10.1. Рассмотрим асимитотическое разложение, приведенное 
в упр. 8.5 для функции 


п 
Фа) == + [еее 
0 


В обозначениях $ 9.4 функция p(t)==—cost монотонно возрас- 
тает от минимума при t = 0 до максимума при # = x. Однако мы 
не можем взять k == л, поскольку p’(t) обращается в нуль в этой 
точке. «Наилучшее» значение для Ё точно определить нелегко, 
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но такой выбор не является необходимым. Предположим, для 
простоты, что k - это средняя точка л/2. 

Когда n/2 <t<a, из перавенства Жордана вытекает, что 
cost < 4—(2t/x). В соответствии © этим оценка остатка для ин- 
теграла имсет вид 


п 

1 xcost е — 2 х/л. 1 

= | гит | е <. (10.01) 
R/2 л/2 


Далее, в обозначениях $$ 7 и 8 имеем а==0, р=1!/2, p=2, 
4=1, х==4, v=1—cos #=2512(1/2) н 


1 (8—1)/2 0 
Пит рая = Хо <0 <2), 
где 
1.3... (2—0 
Ча = оз › бе = 0. 


Поскольку все а, с печетными индексами равпы пулю, мы при- 
меним результаты $ 9, заменив п на 2п. Из (9.10) получаем 
G2, == п-—1 (п>1). Поэтому в силу (9.09) 


21—1 
lent (2) | < pant 2 eg rie @>n—1>0). 
(10.02) 


Далее, 


fan (2) = 


1 n—t 
у — (472 
= — Уд? | - 


л (20 — 02) Е 
= Aan + этой + азы? --... O<v<2). 


Так как в этом разложении ner члена с v'’?, то методы §§ 9.4 
и 9.3 приводят к той же самой оценке для 22». 2(2): 


T (n-+ (1/2)) a, 


| eno (2) | < о) (0) (10.03) 
Sgn) 
rye 
oan = sup {4 In | 21 © | (10.04) 
(0,1) Qn 


Объединение неравенств (10.01)—(40.03) приводит к иско- 
мой оценке для остаточных членов в разложении 


п—1 п 
Г (s + (1/2) а 1 {[’ xcost 
№ ка 28 — воть (2) -Ё eal} PS ) edt. 
1/2 


10 (1) = = 


s=0 
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Значения 02, можно вычислить по формуле (10.04). Первые три 
из них имеют вид 


00==0,35; 02=0,50; о.=0,56 


“© точностью до двух десятичных знаков '). 

Другой путь вывода асимптотического разложения для (1) 
вместе с оценками остаточного члена дан в главе 7, главным 0б- 
разом в $ 8.2 и упр. 13.2. 

10.22). В качестве второго примера рассмотрим 


S(m) = fey dt, (10.05) 


где т — положительное целое число. Методы контурного интегри- 
рования дают конечную сумму 
1(т— 1/2] ы 
т — — 25)m™—1 в 
5(т) > ae (10.06) 


gmt т $1 (пр — 5) 1 ы 


но вычисление этой суммы для больших значепий m гремоздко, 
и поэтому мы попытаемся найти асимитотическое разложение. 
Функция sin t/t имеет бесконечное число максимумов и мини- 
MYMOB, расположенпых в точках, являющихся последовательными 
неотрицательными корнями 0, В, to, 3, ... уравнения 


tgi=t. 


Только одни корень # = 0 лежит в [0, л], и для этого интервала 
мы введем новую переменную интегрирования т: 


t dt tsint 
t=In[= = - 2 
ы (=f i) dt sint—tcost 
Когда # возрастает от 0 до л, переменная т монотонно возрастает 
от 0 до со. Поэтому 


a со 
2 ( /sint\™ 2 nig 2b м 
= — тт 
Som) = -2 К map [ет de, = (40.07) 
0 0 
Для малых фитс помощью разложения и обращения мы найдем, 
что 
1 43 9 
1/2 2 3 
t = (6%) (1 10 *^ 200° © 140001 sex 


1) Аналитические методы нахождения верхней грани в выражении (9.05) 
для показателя On были разработаны Олвером (1968). В данном примере 
этими методами можно установить, что верхняя грань в (10.04) достигается 
при v = 1. Следовательно, вычисление 92» сводится к вычислению шп {(л—'— 
— ay — 02 — ... —@2n—2) /@2n}. 

2) Рассуждения в $$ 10.2 и 10.3 основаны на работе Медхерста и Pobept+ 
са (1965). a 
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Применение леммы Ватсопа приводит тогда к разложению 


6 “У hy 
ит т m, 


5, (m)~| (10.08) 
rae ho=1, ky == —3/20, ho== — 13/1120, hs 

Рассмотрим теперь интервал [зл, (s+4)st], rie $ — любое noe 
ложительное целое число. Имеем 


sa<ty< ($4 (1/2))п. 


Следовательно, 
(st tt . 
2 sint\” | 
aes = me 
т | ( : ) |< 
п | 


Суммпровапие дает 


Так как правая часть имеет порядок О(л-”) при больших m, ис- 
комое разложение сводится к 


592 жа № . 
s(m) = (8 N= (mo). (10.09) 


Г ne 
say 


» 40.3. Численные результаты, полученные из последнего раз- 
ложения, оказываются несколько разочаровывающими. Например, 
при m==4 четвертая частичная сумма дает 


0,6910 (1—0,0375—0,0007--0,6001) =0,6647 — (10.40) 


с точностью до 4 десятичных знаков, а точисе значение, вычис- 
ленное по формуле (10.06), равшо S(4)==2/3. Таким образом, 
абсоллотная ошабка приблизительно в 20 илы 30 раз болыше по- 
следнего оставленного члена. 

Гладкость функции di/dt в (10.07) говорит о том, что расхол;- 
дение возникает пе из-за остатка, связалного с разложением 
(10.00). Более вероятным источником являетсл пренебрежение 
вкладом от оставшейся части области интегрирования, особенно 
если учесть, что подынтегральная функиия (sint/t)™ в (10.05) 
равна 0,0022 при m=4 и {== ==4,4934, ... 

Рассмотрим интервал [л, 21]. Применение методов $$ 4 и 5 
дает 


on 


НАЯ Рак 
5. (тд = 2. | (#24) dt оз)" У (т — 00), 


im) 
(10.41) 


a 
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rye!) 
k=l, ky =—+t—A 0,2583, .., 


4 6? 


При m=4 это разложение имеет вид 
0,0018 (1—0,0646--...) =0,0017. 


Прибавляя этот результат к (10.10), мы получим 0,6664, что зна- 
чительно ближе к точному значению. Егце более точный резуль- 
тат можно было бы получить, учитывая приближенный вклад 
2 (соз &)"{2/(лт)}"? от интервала [2л, St]. Таким образом, этот 
пример также иллюстрирует валзность учета экспопенциальпо ма- 
лых членов в асимптотическом разложении. 

10.4. Выводы предыдущего пункта можно подтвердить стро- 
гим анализом остатков согласно $ 9. Полная форма разложения 
(10.08) имеет вид 


в ("Sh 
бат) = (5. * 1 а, (т) (п =14,2,...), 
где 
Ги, . 
len р ука (т > ри) 
в 
п 


4 n 

о \1/2 “ . 

On = sup Co el (3) wo У igo 
(0, | т li, м 


при 1, = в й/Г (s+(1/2)). Численный подсчет дает оз==0,45... 


Следовательно, значение So(4), получениое при суммировании 
первых трех членов в (10.08), а именно 0,6646..., верно с точ- 
постью до +0,00014. 
Лналогичный результат для (10.11) имеет вид 
резу 
5 (nt 
9 12 к 
8, (m) = Зоо) (2) | УЕ нь, 
ли Fer fi) 
гдо 
2], | mi? A 
{Ma (7) | < (m—o yrs (m>o,), 
п 


причем число Gn определено формулой (9.05) при M=2. Прямым 


1) В указанной выше работе Медхерста и Робертса (1965) значение Ау 
было вычислено петочно. 
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вычислением мы можем установить, что 61’равно нулю с точ- 
ностью до двух десятичных знаков. Отсюда следует, что значение 
5'(4) равно 2(с036)“(2п)-1/?, т. е. 0,0018... и этот результаз 
верен с точностью до =0,00023. 


$ 11. Метод стационарной фазы 


11.1. Рассмотрим интегралы 


b b 
feos{ap(nyq(pat, | sin{ap(}q (Hat, 


в которых а, b, p(t) и g(t) не зависят от параметра z. При боль- 
LINX 1 подынтегральные выражения быстро осциллируют, и ко- 
лебания компенсируют друг друга в большей части области ннте- 
грирования. Одпако такой компенсации не происходит в окрест- 
пностях слелующих точек: 1) ковцевых точек а и b (если они 
конечны) вследствие отсутствия симметрии; 2) пулей p’(t), по- 
скольку p(t) относительно медленно мепяется около этих «стацио- 
нарных точек». Merod стационарной фазы!) Кельвнна берет свое 
начало в этих несколько туманных соображениях. 

Оба интеграла можно рассмотреть одновременно, объединяя 
их в интеграл J 


I(x) = | ед (1) dt. (14.01) 


В окрестности точки {==а новое подынтегральное выражение при- 
ближенно равно 


exp [iz {р(а) +-(¢—@) р’ (а)} 9 (а). 


Неопределенный интеграл от этой функции имеет вид 


oxp [tx (р (а) F(t — a) р’ (a) 9 (a) (11.02) 
ixp’ (a) 
при условий, что р’(а) #0. Нижний предел t == a дает в I(x) 
вклад 


g(a) ар '(а)}. ee 


Когда # удаляется or а, действительная и мнимая части (14.02) 
осциллируют около нуля, и поэтому есть основания пренебречь 
остальным вкладом от (11.02). Аналогичные рассуждения указы- 
вают, что верхний предел { = b даст асимитотически вклад 


erg (5) /{izp’ (b)}. (11.04) 


1) Называемый также методом критических точек. 
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11.2. Далее, если ty = (а, 6) — стационарная точка фупкции 
Pit), то около этой точки подынтегральное выражение прибли-, 
женно равно 


exp [= {p to) Ht)” | 9 (to) 


при условии, что р”(1) н 9() не равны нулю. Интегрируя эту 
функцию, мы следуем предположенлю, что лить окрестность точ- 
ки dg имеет значение, и расцитряем пределы интегрирования до 
—oo и --©. Получившийся питеграл вычисляется в явном виде. 
Имеем ') 


co 


| ехр (= 17) а!. 


woo 


(y> 0). 


Следовательно, можно ожидать, что вклад в T(x) от окрестности 
точки fe равен 


2s ie 
ap" ot 7 


сми (t,) exp {xp (ty)} (11.05) 


Pe верхний пли нижний предел выбираются соответственно при 
положительном или отрицательном знаке выражения xp” (to). 
Следует, между прочим, отметить, что (11.05) имеет более высо- 
кий порядок величины, чем (11.03) и (11.04). 

Аналогичные рзультаты можно установить 1) для стационар- 
пых точек более высокого порядка, т. с. точек, в которых первые 
из обращающихся в нуль последовательных производных функции 
p(t) имеют порядок, белыший 2; 2) в некоторых случаях, когда 
q(t) == 0. 

Ириближепное значение J(x) при больших 2 можно получить, 
суммируя выраженыя вида (11.05) но различным стационарным 
точкам, принадлежащим области интегрирования, и добавляя 
вклады (11.03) и (11.04) от концевых точек. Этот подход являет- 
ся, конечно, эвристическим, но в иоследующих пунктах мы дадим 
этому методу строгое обоснование. 

Обращает па себя внимание сходство приближений (11.03) 
п (11.05) с (7.02) и (7.03). С точки зрения теорпи функций 
комплексной переменной (глава 4) метод Лапласа и метод ста- 
ционарной фазы можио рассматривать как частные случаи одного 
общего метода. Этот факт находит отражение п в рассуждениях: 
доказательства, приведенные ниже в $ 13, во многом сходны с до- 
казательствами в $ 7. 

11.3. Случай, когда стационарные точки отсутствуют, сводится 
к упражнению в интегрировании по частям. Поскольку p’(t), 


1) Ср. ниже $ 124. 
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ие меняет знака в [а, 6], мы можем взять V=p(l) в качестве 
новой переменной интегрирования. Тогда (11.01) принимает вид 


ко 
(a) = | е®/ (о) а, 


(а) 


rae f(v) =9(1)/р’(®). Это — интеграл Фурье, и к нему можно при- 
мепить асимптотические методы $ 5. В частности, если функция 
{(v) пепрерывна, а /(5) кусочно-непрерывна, т. е. ecu p(t) 
u q(t) непрерывны, а р” (1) и 4’(ё) кусочно-непрерывны в [а, 6], 
то 


‚ Икр(а) -pixp( 
__ te а (a) те) 4 (b) ( 1 ) 
Da) = ray eer) 9 = (2- 00). 


Этим в данном случае подтверждаются предсказания $ 11.4. 

В других случаях область интегрирования можно разбить на 
части таким образом, что единственная стационарная точка в каж- 
дой подобласти расположена в одной из концевых точек; без по- 
тери общиости мы можем предположить, что эти точки являются 
левыми. Перед тем как перейти к указапным случаям, мы уста- 
новим ряд предварительных результатов. 


$ 12. Предварительные леммы 


12.1. Лемма 12.1. Справедливо равенство 

С, и, 

ор ТТ (а 1, #>0). (12.04) 
я 


. a 


0 


Ограничение © & (0, 1) необходимо, так как интеграл pacxo- 
дится на нижнем пределе Up a = 0 и Ha верхнем пределе 
при © > 1. 

Этот результат можно доказать, интегрируя функцию e*"v*! 
вдоль контура, изображенного на рцс. 12.1, и полагая затем г—> 0 
и Ао. Детали доказательства несложны и предоставляются 
читателю. 

12.2. Лемма 12.2. Если a и x — фиксированные числа, та- 
кие, что «< 1 и и>0, то 


e®y*“\dv = 0 (+) (2 0). (12.02) 


8 


Этот результат также легко доказывается интегрированием по 
9 ®. олвер 
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частям: 
со 


| ey 14ь | == 


“x 


12.3. Лемма 12.3. Предположим, что в интеграле 
Ф (=) == \ e'r@ (v) dv (12.03) 
9 


1) Функция @(v) кусочно-непрерывна, a ф’(г) имеет в интер- 
вале (0, 0) самое большее конечное число разрывов и точек, 
в которых она обращается в бесконечность; 

2) p(v) = o(v™"!) и @p’(v) = 0(5°-?) при 
р—--0, ee а — ностояниая из интер- 
вала (0,1); 

3) вариация 7, „(ф) конечна при любой 
положительной постоянной х; 

4) @(v) +0 при vo, 

Тогда интеграл (12.03) равномерно схо- 
дится при xX, где Х — любая положи- 
Л тельная постоянная, и 


Рис. 12.1. г-илоскость. Ф(2) = 0(5—=) (a> oo). (12.04) 


> 


= 


Это утверждение является обобщением леммы Римана — Jle- 
бега. Условие 2) показывает, что данный интеграл сходится на 
нижнем пределе абсолютно и равномерно для всех действитель- 
ных т. Далее, если и #2 — два мобых числа, превосходящих 
абсциссы всех разрывов и точек с бесконечными зиачениями ф(г). 
и $’ (0), то в силу интегрирования по частям 


та 


Jerry (v) dv | = exp (ivy) я exp (#771) Ф (vy) 
2 , 
ts 
1 - 
оф <a oO)! +19 ль. 
Th. 


Из этого неравенства и условий 3), 4) следует, что интеграл 

(12.03) сходится равномерно на верхнем пределе при x>X. 
Остается установить формулу (12.04). Пусть дано произволь- 

ное положительное число =; условия 1) и 2) показывают, что су- 
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ществует конечное положительное число х, такое, что в (0, x] 
функции Ф(5) и Ф’(5) ненрерывны и 

|p(v) | <ev*-!, |p’ (v) | <ev%-2. (12.05) 
Предположим, что х > 1/х и разобьем область интегрирования 
в touke © = 1/х. Тогда 


Их ix 
| eX ф (6) 4 |< \ в. 
a 0 oe 


Исисльзуя условие 4), мы находим с номощью пптегрирования 
HO частям, что 

bod m 

PA cnt кл OXp (724 
| ee (5) du = £ +) 


и 
4x 


{© (ad, — 0) — (а, + 0)} 


x о 
4 1 : 

—-+t¢ я ag fe eixeg! (р) dv — т ет” (v)dv, (12.06) 

tie х 

rie 41, 4›,..., 4» — точки разрыва функции ф(2). При больтих x 

сумма имеет порядок О (27). Неравенства (12.05) показыватот, 

что следу щий член B правой части ограпичен LO абсолютному 

значению величиной #1“, а также что 


x х 
4 | аи 1 9—2 & 
— | etq! (6) dv| < — } ev* м. 
а ©) Bs (1— a) 2* 
4/х 1/х 


Паконец, из перавепетва (11.03) главы 1 следуст, что 


р Я 
ео" (v) dv] < — = Ш o( 4 ) (x—> оо). 


Доказательство леммы 12.3 завершается объединением иолу- 
ченных результатов. 


УПРАЖИЕНИЯ 


12.1. Показать, что 


(ef AN ty еб (yy, виз) (“< 1) 
x 
и 
) eX Yt— dy = eM/2,— Oy (п, цих) (a> 0), 
5 


тде неполные гамма-функции принимают главные значения. 
12.2. Показать, что лемма 12.3 остается справедливой, если всюду заме- 
нить символы о на 0. 


ge 
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$ 13. Асимитотическая природа 
метода стационарной фазы 


13.1. Предположим, как ив $ 7.2, что в интеграле 
ь 


I (2) = | eg (0) dt (13.01) 


пределы @ и b ие зависят от 2, причем значение а конечно, 
а b(>a) конечно или бесконечно. Фупкции р (Г) и g(t) не зави- 
car от 2, p(t) — действительная, а q(t) — действительная или 
комплексная функции. Так же, как и в конце $ 11.3, мы предпо- 
ложим, что в замыкании ипвтервала (а, 6) единственной точкой, 
в которой p’(¢) обращается в нуль, является точка а. Без потери 
общности можно взять хи р’(Ё) ноложительными; случаи, когда 
эти величины отрицательны, можно свести к даниому изменением 
знака перед { в соответствующих местах. Мы будем использовать 
обозначение p(b) =Jim{p(t)} при t—> 5—0. когда этот предел су- 
ществует; в остальных случаях p(b) == оо. В соответствии © усло- 
виями 1) --4) из $ 7.2 предположим, что 

1) в интервале (а, 6) функции p’(t) и q(t) непрерывны, 
P(t) >0, ар"(1) и 4'({) имеют самое большее конечное число 
разрывов и точек, в которых они обращаются в нуль; 


2) при 1 а-9 
P(t)—p(a) ~ Ра)", g(t) ~ Q(t—a)"!, (43.02) 


причем первое из этих соотношений дифференцируемо. Здесь P, w 
и \ — положительные постоянные, а Q— действительная или 
комплексная постоянная; 

3) вариация 7, »{q(t)/p’(t)} конечна при любом k & (а, 6); 

4) при t>b—O величина q(t)/p’(t) стремится в конечному 
пределу, и этот предел равен нулю, если p(b) = о. 

Из условия 2) непосредственно следует, что интеграл (13.01) 
сходитея на нижнем иределе абсолютно п равномерно для всех 
действительных 2. Далее, в силу интегрирования по частям 


ixp(t) g(t) 4 г а te (t) ) : 
te PO ee WO Te |9. (13.03) 


ен (jit= 


Используя условие 3) и 4), мы видим, что интеграл (13.01) схо- 
дится на верхнем пределе; кроме того, в случае р(6) = сходи- 
мость равномерна для всех достаточно больших x. 

При сформулированных выше условиях природа асимитотиче- 
ского приближения для /(x) при больших х зависит от знака раз- 
ности A—w. Когда ^< и, доминирует вклад от концевой точки 4; 
когда А, доминирует вклад от 6; если же A=W, то вклады 
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от аи 6 равноценны. Наиболее частым случаем в приложениях 
является ^,< в; с него мы и начнем. 

13.2. Теорема 13.1. Предположим, в дополнение к условиям 
$ 13.4, что ^< и, первое из соотношений (13.02) дважды диф- 
Фференцируемо, а второе — дифференцируемо \). Гогда 


К а 50: 0 es jee eixr(a) ( ) 13.04 
2) — ели &- 00). 3.04 
) it (Pre ( ) 

Чтобы доказать эту формулу, возьмем новую переменпую ин- 
тегрирования v = p(t)—p(a). В силу условия 1) связь между & 
и г взаимно однозначна. Введем обозначения 


В-ЕР(В)--Р(а), f(v)=4(t)/p"(t). п 
Тогда 
в 
T (a) = e's) \ e'*f (v) dv. 
0 


Rar ns $ 7.3, из условия 2) вытекает, что 
Quit 


PR (в + 0). 


(о) > 


Кроме того, в данном случас это соотношение можно дифферен- 
цировать. Поэтому 


в Г 

Vesey оу ао = oh [ ет — г, (2) -- 2, (2), (43.06) 

0 
где 

г; (2) = ето, в, (2) = ec (v) dv 
в 5 
и 
Ф (5) = f(r) ave или 0, (13.07) 


в зависимости от того, лежит V внутри или вне интервала (0, В). 
Интеграл в правой части (13.06) можно вычислить с помощью 
леммы 12.1 и получить требуемое приближение (13.04). 
Далее, лемма 12.2 показывает, что 


21 (2) =0(2') (2—0). 


1) Если p = 1, то они интерпретируются как р я и р"(1) = 
= o{(t—a)~'}. Аналогично, 4'(#) = o{(t — a)—'} в случае A= 
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Летко проверить, используя сформулированные выше условия, 
что функция @(v), определенная формулами (13.07) и (13.05), 
довлетворяет условиям леммы 12.3 при © = А/ и. Поэтому 


e2(t) = 0(1^") (1—5). 


Поскольку /н < 1, оценка О (<!) для в:(т) может быть вылто- 
чена в оценку 0(2-^*) для 82(7), и доказательство теоремы 13.1 
завершено. 

13.3. Теорема 13.2. Предположим, в дополнение к условиям 
$ 13.1, что Ан и №,ь{9 (1) [’(1)} <<. Тогда 


r t) eR) ы g(t) efx) 1 
Ia lim {s | —-|- lim ; +1 2(: 13.08 
() trato р’) ix Я trol PW Ji Fe (2), (13.08) 
где e(z) = 0(a-') при x о. 
Существование обоих пределов в правой части (13.08) при 
А> и вытекает из условий 2) и 4) $ 13.4. Равенство (13.03) дает 
следующий питеграл для остаточного члена: 


где Ви f(v) определены формулами (13.05). Наложенные усло- 
вия показывают, что интеграл сходится абсолютно и равномерно 
во всей области интегрирования; поэтому из леммы Римана — Ле- 
бега сразу следует искомый результат = (5) = 2710 (1). 

Следует отметить, что если А>и и р(6) == ©, то оба преде- 
лав (13.08) равны нулю. В этом случае теорема дает лишь по- 
рядок величины T(x), но ne асимитотичесную оценку (ср. $ 6.3). 

13.4. В качестве иллюстративного примера мы рассмотрим ин- 
теграл Эйри с отрицательным аргументом: 


© 


А! (— 2) = 4 { cos(4 из го) dw (x > 0). 
0 


Стационарные точки подынтегрального выражения удовлетворяют 
уравнению 2—1 = 0, откуда w=2'/? или -—2'2; первый корень 
лежит в области интегрирования. Подстановка # ==="? (1-1) дает 


Atta ( cos (="(- pitt в). (13.09) 


Замепим в обозначениях § 13.1 х на 23 и положим 


a=0, b=, p(t) 
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Тогда р(а) 2/3, Р=1 и=2 и О=)А-==14. Очевидно, что 

при #-— со отношение q(t)/p’(t) стремится к нулю и его варна- 

ция сходится. Таким образом, условия 1) и 4) $ 13.1 выполиепы. 
Используя теорему 13.1, мы получаем 


© 


(хр {ар ()} dt ~ =: ИА exp (- = igh: ). 


0 


Меняя знак перед Ё и спова используя теорему 43.1, можно 
убедиться, что TO ме самое прибли: ение справедливо для иите- 
грала в пределах от —1 до 0. Отделяя действительные части 
и подставляя в (13.09), мы приходим к искомому результату: 


2 
А! (—2) = a!/22—-1/4 cos (2 ail? — =) Но (5—1) (x — оо). 


Более сложные задачи могут потребовать предварительных 
преобразований типа тех, которые были указаны для метода 
Лаиласа в конце $ 7.5. 

УПРАЖНЕНИЯ 

134. Показать, что 


m/2 


tsin (2608 t) dt =a! (= — cos :) --o(x-!) (=> о). 


0 


13.2. Функции Ангера и Вебера определяются соответственно форму- 
лами 
л 


x 
Jy (a) = J cos (v0 —2sin 0) d0, Eye) = + { sin (v0— sin 040. 
л 5 0 
Доказать, что если значение у действительно и фикспровано, а x велико и 


полонительно, то 


НЕ, (x) ~ 24? (aay “72 exp {i( 1 vet panel, 
+ 


2 


i exp (iva) о 


+ 
РЕ = ре О 


(+) (*1> 1, 
х 
Jy (=) НЕ), (2) ~ 2!" (лезт а) И exp [| (= cosa — sina + г 


(|У| <, & = агс cos), 


ат (+) 2—1, Е, (2) ~ 67 23,7! (+) gates 
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ФЕ (а) ~ 2493-23 IP (4) 2 И\ хр {ia (+ —х }} 
13.3. Используя равенство (9.13) из главы 2, доказать, что в обозначе- 
ниях упр. 7.2 и 13.2 
J. (x) = Jy(x) - п! зп (ул) А, (т). 


13.4. Показать, что при болынших положительных © 
оо 
(1 — ett) ее ар д — (i/2) е®. 
1 


13.5. Показать, что при больших положительных 2 


co 
\ texp {it? (Int—a)\dt~ (nie) '/? exp («+ ie! ++ + =). 
$ 2 


$ 14*, Acumnrornueckue разложения 
на основе метода стационарной фазы 


14.1. Предположим, что p(t) возрастает в интервале (а, 6), 
а в окрестности точки # = а функции p(t) и g(t) можно разло- 
жить в ряды по возрастающим степеням разности t—a. В $ Ти8 
мы видели, что асимитотическое разложение интеграла 
ъ 


J esq (да (14.01) 


а 


ири больших значениях х может быть построено с помощью пре- 
образования '} к виду 
PDO 
ema: \ ese (v) dv, 
о 


. 
разложения функции /(v) по возрастающим степеням © п фор- 
мального почленного интегрирования в интервале (0, со). 
Аналогичная процедура имеет место и для осцилляторного 
интеграла 
b 


{ eixntng (4) dt. 


a 


Однако здесь возникают, по сравнению с (14.01), два главных 


1) Заменой переменных p(t)— р(а) == v.— Прим. ред. 
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усложнения. Во-первых, прямое интегрирование членов разложе- 
ния функции /(5) в интервале (0, ©) допустимо только для не- 
скольних первых членов. (Это связано с тем, что интеграл 


© 


fey lap расходится при % > 1.) Во-вторых, верхний пре- 
р 

дел b дает вклад в окончательное аепмитотическое разложенке, 
когда p(b) конечно, пезавислмо от того, является & = 6 стацио- 
парной точкой пли нет. 

Исследование этих вопросов можно найти в работах Эрдейп 
(1962, $ 2.9), Лайниеса (1971) и Олвера (1974); две последние 
содержат методы оценьи остаточных членов, Существуют и другие 
методы, например, Te, которые будут изложены в главах 4 и 7; 
© их помощью вычисление высттих членов и оценки остатков мо- 
гут оказаться более простыми. 


Исторические сведения и дополнительные ссылки 


$ 3. Уаймен и Your (1969) отметили, что результат Ватсона можно рас- 
сматривать как частный случай теоремы Барнса (1906). В настоящем виде 
он сформулирован Дёчем (1955, стр. 45). 

$ 4. 1) Пенравильвое представление, — возможно, происходящее от того 
значения, которое придается в настоящее время лебеговской теории интегри- 
рования, — заключается в TOM, что лемма Римана — Лебега применима лить 
к абсолютно сходящимся интегралам. Однако равномерной сходимости впол- 
не достаточно. 

2) Обобщение леммы Римана — Тебега было дано Блайстейном, Хан- 
делеманом и Лью (1972). 

$6. Интересно отметить, что в приложении к работе, опубликованной 
Ra много лет до определения Пуанкаре асимитотического разложения, Croxe 
(1857) указал, что численные результаты, полученные из асимнтотического 
разложения интеграла Эйри, значительно улучитаются, если учитывать экс- 
понециально малые члены. 

$$ 7—9. Вслед за Лапласом результаты в теорпи приближения Лапласа 
были получены Буркхардтом (1914), Нолпа и Сеге (1956), Уиддером (1941, 
глава 7) и Эрдейи (1962, $ 24). В данной книге $$ 7—9 основаны на послед- 
пей указанной работе и статье Олвера (1968). Обобщения метода Лапласа 
ра трены в главе 4. 
9.2—9.3. Третий путь преодоления трудности — использование мая;о- 
рапты вида 


[0] <]a, | У exp (pt). 


‘дался Олвером (1968) в случае p = 2 и Д. С. Джоунсом 


Этот вопрос обе 
(1972) для и = 2. 

$ 11—14. Метод стационарной фазы берет свое начало в принципе интер- 
ференции волн. Он был использован Стоксом (1850) при исследовании иптег- 
т Эйри ($ 13.4) п сформулировал в более общем виде Кельвином (1887). 
{альнейтие результаты в этой теории принадлежат Пуанкаре (1904), Ват- 
сону (1948в). вап дер Корпуту (1934, 1936), Ордейи (1955), Д. С. Джоунсу 
(1966) и Цирулису (1969). Дьедонне (1968, стр. 155) доказал теорему 13.1 
в случае р(6) < ©, по приведенная в $ 13.2 формулировка является не- 
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<колько более общей, чем предыдущие результаты, касающиеся первого при- 
ближения. В последнее время работы по дифракции и другие задачи потре- 
бовали обобщения метода на кратные интегралы. Эти вопросы выходят за 
рамки настоящей книги; обзоры и ссылки можно найти у Бойна (1965), Yao 
(1965), Федорюка (1965), де Кока (1971), Блайстейна и Ханделемана (1975). 

С момента своего рождения метод стационарной фазы, больше чем лю- 
бой другой результат в теории асимитотических разложений. был онутан 
некоторой таинственностью. До некоторой степени это отношение продол- 
maet оставаться. Метод ‘часто рассматривается как слабый, подходящий 
лить ления первого члена асимитотического разложения; его ли- 
бо избегают, либо рассматривают как частный случай мотода, оспованного 
на теории для комилексной переменной (и поэтому требуют, чтобы функции 
p(t) и q(t) были аналитическими). Эта точка зрения необоспованна. В ос- 
новпых чертах метод стационарной фазы сходен с методом Лапласа. Глан- 
ное отличие состоит в более жестких ограничениях на дифференцируемость 
данных функций p(t) и q(t), более сложных доказательствах и более сла- 
бых оценках. 


ГЛАВА 4 
КОНТУРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Интегралы Лапласа ¢ комплексным параметром 


1.1. Теорию, изложенную в главе 3 $ 2, легко обобщить на 
интеграл 


Га) = | e-*"q (dt, (1.04) 
6 
в котором Z— комплексный параметр. Мы снова предположим, 
что qg(t)— действительная или комилексеная функция, бесконеч- 
но дифференцируемая в [0, со) и удовлетворяющая условию 
ОА." (120), (1.02) 


где A, и с — действительные постоянные, причем с He зависит 
от $. Не теряя общности, можно предположить, что 620. 
Основной результат имеет вид 


9,4 ВО 
I(y = 2947 Oy 42 „Фе, Веё>9), 


тде п — произвольное положительное целое число или нуль, 


en (2) = | eg dt (1.03) 
“0 
H 
= An 1.04 
[OS esa" ia 


Предположим, что 2 принадлежит сектору 
[аге z| < (л/2)— 6, |2|>0605ес8, (1.05) 


где д— постоянное число из интервала (0, л/2). Тогда 
Rez > || зб > оси 
А 


а" 
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Поэтому при zoo в (1.05) имеем 


(1.06) 


В предположении, что 4“”(0)=5=0, удобная форма оцепки 
(1.04) для п-го остаточного члена в последнем разложении 
имеет вид 

< ol а 07 
len (2) [<-> (Rez > шах (a, 0), (1.07) 
[2"|(Rez—o,) 
rye 


[1 
бы — Sup | Ш 


g(t) | (1.08) 
(0,08) ] 


4 (0) 

Rak и в случае действительных переменных (тлава 3, 
упр. 3.3), наложенные Ha q(t) ограничения можно несколько 
ослабить, сохранив при этом справедливость разложения (1.06). 
Однако при этих более общих условиях соотпошения (1.03) и 
(1.07) ненрименимы. 

1.2. Предположим теперь, что q(t), как функция компаекс- 
ной переменной &, голоморфна в области, содержащей сектор 9: 
a SarglS 92. (Если “2 — и 2 2a, то $ расположен более чем 
на одном римановом листе.) Мы потребуем, чтобы S содеркал 
внутри себя луч аго{ == 0, так что 1 < 0 и a > 0. Предполо- 
жим далее, что 


[4(0)|<Ае" (15), (1.09) 


rye A afi— иеотрицательные постояпные, 

Пусть 6 — произвольное положительное число, удовлетворяю- 
mee условию 0 +6 < 0 = 92 -—-65. Тогда метод главы 1, $ 4.3 
дает 

19° (t) | <A,e"" (о-ва 9а—6), (1.10) 


тде A, не зависит от #. В частпости, если argt=0, условия $ 1.1 
удовлетворены, и справедлива формула (1.06). В данном случае 
область справедливости асимитотического разложения можно 
расширить следующим образом. 

Пусть А — произвольное положительное число, а В — произ- 
вольный угол из интервала 0 <$ < min(—a, — 6, л/2). Но тео- 
реме Коши 

В ве В 


[фе = | еее [ е-иаедда, (44) 
0 ¢ 


где ® — дуга, параметрическое уравнение которой имеет вид 
= Аей (04% <8). 
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(рис. 1.1). Введем обозначение 0 = argz и предположим, что 
O<b<a/4 и 8<0=<(л/2)— 6. Тогда |89—y|]<(n/2)—4; 
следовательно, на ® 


Re(st) = |2 [А соз(0 — x) S |2| В зт 0. 
Поэтому, используя (1.10) при 5 = п, мы получаем 


| e— 7g) (t) dt 


C 


<A, RB exp(—|z]Rsind + oR); 


это выражение стремится к нулю при Roo при условии. 
|| > ocosec 6. 
Мы покажем, таким образом, что 


ое 


+ {сю yar (1.12) 


0 


&, (2) = 


ири условиях 6 <args <(a/2)—5 и |2|>> 0созес 6. В силу 
(1.10) этот интеграл определяет голоморфную функцию 2 в об- 
ласти, которая содержит сектор 


| arg (ze-) | < (л/2) — 6, 12| > ocosec 6 (1.43) 


(cp. теорему 1.1 главы 2). Поэтому (1.12) осуществляет аналити- 
ческое продолжение =„(2) в эту область. В частности, при п = 0 
мы получаем аналитическое иродол- 


экение интеграла /(2). A 
1.3. Из (1.10) и (1.12) выте- . Rk 


кает соотношение &,(z)==O(z-""'), 
и поэтому разложепие (4.06) спра- 
ведливо в секторе  |агезе-й| < 
= (л/2)—6 в нреднозожении, что 
J(z) рассматривается как апалитиче- Re 8 
ское продолжение первоначального 
интеграла. 

Если и > -— (1/2) —8, то наи- 
большее значение, которое может 
принимать В, равно —a,— 6. При этом сектор, rye справед- 
ливо разложение, расширяется от farg 2| < (л/2) —6 до — (л/2) 
+6 = ао 2 = —a; (1/2) — 26. 

Если же a < —(a/2)—6, то мы можем положить В == л/2; 
при этом сектор, в котором справедливо разложение, принимает 
вид — (1/2) + д мез п — 6. И в этом случае можно прове- 
сти дальнейтие повороты пути интегрирования в отрицательном 
направлении. Каждый из поворотов меньше либо равен л/2, 
а максимальное допустимое полное вращение равно В = —a, — 6. 


Рис. 1.1. Килоскость- 
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Аналогичным образом путь интегрирования можно повернуть 
на положительный угол до 92 — 6. Заменяя 26 на 6, получаем: 
а 


Теорема 1.1. Пусть 1(=} обозначает | е—114 (t)dt или ана- 


О 

литическое продолжение этого интеграла. При условиях, сформу- 
лированных в начале $ 1.2, 

So 

У] 

I@~ p> aa 

7 2 
при з—00 в секторе —a2—(n/2)+5<argz < —a, +(n/2)— 6, 
где 6 > 0. 

Если 92 — би > x, то разложение (1.14) справедливо в секто- 
ре с углом, превышающим 2л. В этом случае теорема 7.2 гла- 
вы 1 показывает, что или разложение (1.14) сходится для всех 
достаточно больших |2| или /(2) имеет точку ветвления на бес- 
конечности. 

1.4. Соответствующее обобщение оценки (1.07) для остаточ- 
ного члена имеет вид 

PAG) 
BS tg" (0) 45 
lent) воет (1.15) 


(1.14) 


где п -- произвольное положительное целое число или пуль, В — 
произвольный угол из интервала (—05, —0), 


= 4A fg | 
On (В) = ae a jin Poll (1.16) 


а г ограничено условиями 
Jarg(ze~") | < л/2, Re(ze~") > max{on(B), 0}. (1.17) 


Для заданного значения 2 величина правой части оценки 
(1.15) зависит от значения В. Если снова обозначить arg 2 чероз 
0, то отношение абсолютной величины первого отбрасываемого 
члена ряда (1.144) к правой части (1.15) равно соз(0 — В) — 
—|z|~'o.(8). Для больших |2| это отношение приблизительно 
равно cos (0—5). Если —092<09<—0и, мы можем положить 
В =, и в этом случае отношение приблизительно равно едини- 
це для больших |2|, что является идеальным результатом, 

Если 0 лежит в одном из оставшихся интервалов [— о, 
— 0 - (1/2)) или (—02 —(л/2), —a2], то В должно быть отлич- 
ным от 9. Когда @ приближается к —@и-- (1/2) или —02— (1/2), 
величина нравой части оценки (4.15) отличается от абсолютного 
значения первого отбрасываемого члена возрастающим множите- 
лем. Это говорит о том, что прямое использование асимитоти- 
ческого разложения вблизи границ области справедливости раз- 
ложения может привести к значительным неточностям. 
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УПРАЖНЕНИЯ 


. Показать ири условиях $ 1.1, что формула (1.06) верна также и в 
тоскости Rez >o +6. 


P(e 4- ШО" 


от значения агох = 0 в комплексную плоскость. Накова область справедли- 
вости аспмитотического разложения для (7). даного в главе 3, упр. 2.5? 

1.3. Покавать, что число о» (8), определенное формулой (1.16), удовлет- 
воряет неравенству 


(п--1) 
^ cos (и, — В) 30, (8) < on fe | 


ага! a?) 
rte 
i (mt) 
Oe =} (Олвер. 1965а). 
iJ gh? (0) 


$ 2. Неполная гамма-функция 
комплекеного аргумента 


1. Применим изложенную Beaune теорию к интогралу 
Г (a, 2) =е`12% | ей (1+ 9—1 ( arg z| <=) {2.01) 
$ 2 


в котором все функции имеют главные значения. Это выражение 
можно вывести из формулы (5.04) главы 2 простой заменой ис- 
ременной интегрирования, если 2 положительно; обобщение на 
jargz|<a/2 осуществаяется с иномощью аналитического про- 
должения. 

В обозначениях $ 1 имеем 


(= (НО, g(t) = (а—1) (9—2)... (а—8) (НЕО. 


Исключая случай, когда © — положительное целос число (в этом 
случае пнтеграл (2.01) выражается через элементарные функ- 
ции), @(t) имеет особенность при © == —1. Поэтому мы 
возьмем © == -—л-- ви 02 = л— 6. Ясно, что условие (1.09) 
выполнено, если с является либо нулем, либо положительным 
числом. Заменяя 26 па 6 в теореме 1.1, мы получаем разложение 


.. (%— $) 


Ге, де peck 2) 


> 


+ = (2) 


(п =0,1,2,...), (2.02) 
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где €,(z)= O(2-"), когда z->0o в секторе |аго2| < (31/2) — 5; 
© — фиксированное число. 

2.2. При выводе оценки для €,(z) мы сделаем упрощающее 
предположение и будем считать х действительным числом. 
Определение (4.16) дает 


в, (B)— sup [тии]. (2.03) 


Из (1.15) и (4.17) мы получаем оценку 


—-1(% — 14) (%—2)...(“&—п)| 1 
[en (2) | = 15100; (0 —№— os, (№) |: po! (2.04) 


где 3 =(—x, п) — произвольное число, 9 == argz, а Zz удовлетво- 
PACT условиям 


[9 —В1 <>, 121е08(9 — В) > 0, (В). 


Осповпая проблема при анализе остаточных членов состоит 
в вычислении или оценке величины On(B). 
2.3. Иредиоложим сначала, что m<a—1 (что может быть 
лишь в случае © >> 1). Из (2.03) — 
In (1-- 2t cos В + 1?) ее 
é, (8) =(@—n— 1) sip [ad ties . 0.05) 


1E(0,00) | bel 


Для положительных т и действительных В 
In (1 + 21 cos В -'- 1? In (1-- 7 
( г В ) < ae 2, 
<T 
Следовательно, 0,(8)<а—п—1. При me = 6 неравенство (2.04) 
дает оценку 


<@-% (%a—2)...(%—n) 1 9 OF 
[в (2) [< lzl—-(@—n-— 1) (2.06) 


справедливую при —п<0<тл и [zl] >a--n—I. Так как 
=, (2) — непрерывная функция 6 в интервале (—3л/2. 32/2) 
и правая часть (2.06) не зависит от 0, то первое из указанных 
условий может быть ослаблено до —л < 0 < л. Таким образом, 
достаточные условия справедливости оценки (2.06) имеют вид 


12| > а—п—1>0, fargz|<a. (2.07) 


Далее, взяв В отличным от 0, мы получим оценки для [е„(2)|, 
которые применимы в секторах л< |60| <3л/2. Эти оценки стано- 
вятся бесконечно большими, когда 0 приближается к Е 3л/2; 
однако эти случаи имеют лишь теоретический интерес, поскольку 
на практике для вычисления (a, 2) вне области arg 2 © [-—л, a] 
используется формула продолжения (5.06) главы 2. 
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2.4. Предположим теперь, что nl а—1. Вместо (2.05) 


имеем 
6» (В) = (n—a-+1)0(8), 
где 
с (8) = sup { "а = sup { ¥ In (1 4 QreosB + 1?)\. 
arg t=—B lel 1(0,00) 2т J 
(2.08) 
Ясно, что если [B[<a/2, то 0(В)==0. Полагая В = 0, мы 


получаем оценку 
Рае! [вра—1, 015). 


= 
(2.09) 


Другими словами, при этих условиях остаточный член ограничен 
абсолютным значением первого отброшеиного члепа разложения. 
Если 1/2 < 69 < л, то мы можем положить В = л/2. Тогда 


еда ee | 5 <9<а). 


|; зш@ 


(2.10} 
При замепе $т@ па |sin@| этот результат остается справедли- 
вым и при —л<0=<—л/2. С другой стороны, мы можем 
снова положить В = 6. В этом случае 
(od &— 2)... (а — 1 
те, а BS ae ee ee (2.41) 


SS fsf[— (n— & + 1) 6 (0) т 


при п > а — 1, л/2 < ‚ [8| >(n—a-+ 1)6(8). Численное 
значение 0(0) можно получить из определяющей o(3) формулы 
(2.08) (его можно заменить оценкой сверху, приведенной 
в упр. 2.3). Правая часть (2.11) ведет себя асимптотически как 
| (&#—1)...(&—п)2""| при |2|- oo. Следовательно, оценка 
(2.11) myunte, чем (2. 10), когда значение |2| достаточно велико, 
а именно, когда 


wea 1) o (0), 


|21> 5110 | 


Противоположное утверждение верно, когда |2| не слишком 
велико; действительно, оценка (2.11) неприменима, если 
[zi <(n— a+ 1)0(0). 

Обе формулы, (2.10) и (2.41), теряют смысл, когда 9 прибли- 
жается к Ел, поскольку зт@ обращается в нуль и значение 
o(8) становится бесконечным; однако удобные оцеики в этой 
области можно получить, выбирая другие значение 8 в (2.04). 
Например, значение В = 3n/4 приводит к приемлемым оценкам 


410 Ф. Олвер 
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при 
|z|cos(® — (31/4) ) > (п — a + 1)0(3л/4) (n>a—1); 


в частности, OTHM охватывается верхний берег отрицательной 
ы = } 
действительной полуоси слева от точки — 2*(п —a-+ 1)0(3л/4). 


УПРАЖИЕНИЯ 


2.1. В yup. 1.2 главы 3 дано аспмитотическое разложение для ег г. 
Какова область справедливости этого разложения в комплексной плоскости? 

2.2. Доказать для обобщенной интегральной показательной функции 
(глава 2, упр. 3.5) ири финспрованном п и большом |2| в области jargz| < 
= (3л/2) —6(<3л/2) формулу | 


2.3. Показать, что при 2/2 < |B] <л число 0(В), определенное равен- 
ством (2.08), удовлетворяет условию 


|sec В |1 (| созес В] ) < о(В} = 2]sec ВИш (|созес |} (Олвер, 1965а). 


$ 3. Лемма Ватеона 


3.1. Если = -- комилекспый параметр, то интеграл 
T(z) = | en*"q(t)dt (3.01) 
© 


известен в операционном исчислепии под пазвацием преобразо- 
вания Лапласа функции q(t). Его часто обозначают через Z(q) 
пли q(z), а в работах но операционному исчислению 2 обычно 
заменяют переменной р; таким образом, 


2 = {е-4 (td. 
0 


Если (3.01) сходится ири некотором значении 2, естественно 
ожидать сходимости также и в случае, когда экспоненциальный 
множитель под знаком интеграла убывает быстрее. 

Теорема 3.1. (Дёч (1950), стр. 35 и 549). Пусть а(-— 
действительная или комплексная функция положительной дей- 
ствительной переменной 1, которая разрывна или обращается 
в бесконечность в конечном числе точек. Если интеграл (3.01) 
сходится при 2 == 2, то он сходится и при Rez >> Ве 2. 

Доказательство аналогично рассуждениям главы 3, $ 3.2. 
Положим 


1 
Qt) = Seng 0) 4; 
0 
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функция Q(t) непрерывна п ограничена на [0, со). Если 
Rez > Re zo, то 


{+= (2 — в) {ее (д. 
0 0 


Поскольку функция |0(1) | ограпичена, нитеграл в правой части 
сходится (абсолютно) и, следовательно, сходится интеграл в ле- 
вой части. 

3.2. Из теоремы 3.1 вытекает, что для 1(2) в комилексной 
области могут имсть место следующие три возможности: а) 7(2) 
сходится при всех 2; 0) T(z) расходится при всех 2; с) существу- 
ет такое число 5, что 7(z) сходится при Вез > 5 и расходится 
при Ве 2< 5. Число 6 пазывается абсциссой сходимости 1(2): мы 
будем писать & == —oco в случае a) и 5 = +00 в случае J). Иро- 
ме того, заменяя g(t) на |g(t)| в рассуждениях, легко убедиться, 
что существует также абсцисса абсолютной сходимости!) ба. 
Очевидно, что 5 SE. 

ы 3.3. Теорема 3.2. Предположим, что 

‚ 1) 94(1)— действительная или комплексная функция положи- 
тельной действительной переменной 1. имеющая конечное число 
точек, в которых она разрывна или обращается 6 бесконеииость; 


2) приё—-0 


а (t)~ у ати (3.02) 


где и — положительная постоянная, а ^ — действительная или 
комплексная постоянная, причем Red > 0; 

3) абсцисса сходимости интеграла (3.01) не равна -- оо. 
Тогда 


(3.03) 


при 2—0 в секторе |argz|<(a/2)—85 (<a/2), где для 
27)” выбирается славное значение. 
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео- 
ремы 3.1 из главы 3. Как и раньше, положим 
nt 


9 == Sago, (3.04) 
=0 


и возьмем такие положительные числа k, и К„, что 
|= (2) | < К." (Qt Sh). 


') Т.е. абецисса сходимости для |q(t)|.— Прим. ред. 
40* 
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Тогда 
* Red К 1 
п-|- Ве 
| ep, (да! Г ( Г ac yet ROT =O (x <i) (3.05) 
о 2 2 


при 2— со в секторе |аго 2| < (л/2) — 6. 
Положим 
t 
== зар eX, (2) dv], 
te [Ап °) | hy 


где X — положительное действительное значение 2, для которого 
[(3) сходится; тогда при Rez > Х имеем 
oo 


{ eto, (t)dt| < ЕЕ TL, exp{— (Rez — X) hy}. 


в = Не 
Rn 


Поскольку |z|<(Rez)cosecd, последнее выражение ость 
Ofexp(—k,|z sind)} при 2— 00 в секторе larg z|<(x/2)—6. 
Объединение этой оценки с (3.05) дает (3.03). 

3.4. Теорема 3.3. Предположим, ито: 

1) q(t) — голоморфная функция в секторе S:a;<argi<ay, 
где a, <Ou a > 0; 


2) для каждого 5 =(0 . 0,44 
= 


8 


а разложение (3.02) спра- 


iA 


\ 
ведливо в секторе Ss: aitd<argl<o2—6. Кроме того, пусть 
и > Ou RerA> 0; 

3) q(t) = O(e"") при t-> co в Ss, где в — заданная посто- 
янная. 

Тогда, если [(z) обозначает интеграл (3.01) или его аналити- 
ческое продолжение, то разложение (3.03) справедливо в секторе 
— a2 —(n/2)+6 ав 2 < —a, + (1/2) — 8. 

В сформулированной теореме ветви t4*-”)/" и 204)" прини- 
мают главные значения на положительной действительной полу- 
оси и доопределяются по непрерывности всюду. 

Обобщение теоремы 3.2 можно получить, поворачивая путь 
интегрирования, как это было сделано в $$ 1.2 и me Пусть 


В — любое число из интервала [—@--5, —0, —6]. Тогда ин- 
теграл 
ое 
{ сое (3.06) 
a 


rime 
1) Функция g(t) He аналитична при Ё = 0, но поскольку g(t) wile ) 
при { —>0в Ss, этот поворот оправдан. 
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осуществляет аналитическое продолжение 1(2) в сектор (1.13). 
Далее мы применяем теорему 3.2, rye в качестве t и 2 берем 
соответственно te” и 3е-* и затем заменяем 26 на 6. Как и в слу- 
чае теоремы 3.2, условие 3) можно ослабить, введя менее огра- 
ничительные (но более сложные) условия сходимости с помощью 
интегрирования по частям. 

3.5 *. В случае теоремы 3.3 п-й остаточный член разложения 
(3.03) дается формулой 


coo ifs я 
и =“ ее (larg (ce-")|<4), 
Го 
rue @a(t) определяется равенством (3.04), а В — любое число из 
(—5, —0и). В соответствии ¢ этим 


+ А exp (A, Bit) | a, | 
„ег“ „  @.07) 
[в (2) [Г ею —o, в 


тде Ав == Цей, А: = Пал, а 


6» (В) = sup {rn In 


argt=—p 


n 


Оценка (3.07) справедлива, когда 2 принадлежит сектору 
Jarg (ze~") | <л/2, Ве (2е-*) > тах {o,(8), 0}. 


Гели 6,(3) обращается в бесконечность, то можно видоизме- 
пить полученный результат так, как это было сделано 
в $$ 9.2 и 9.3. ь 

Нетрудно убедиться, что теорема 1.1 является частным слу- 
чаем (при A= p= 1) теоремы 3.3. Однако выражепия для оце- 
нок остаточного члена, соответствующие двум этим теоремам, 
совершенно не похожи друг на друга. Показатель o,(8) в $ 1.4 
определяется в терминах 7-й производной функции g(t); в пре- 
дыдущем пункте формула имеет другой вид. Кроме того, для 
больших значений |2| множитель в завышенной оценке, соответ- 
ствующей формуле (1.15), приближенно равен зес (0—8); для 
(3.07) (в случае 4 = в == 1) он имеет вид sec"*! (0 — В). Поэтому 
первая оценка точнее при В 5-0, п>1 и достаточно боль- 
шом |2|. 


. УПРАЖНЕНИЯ 


3.1. Применяя теорему Коши к прямоугольнику с вершинами 0, 7, 7+ 
++ (14/2), лИ2 и полатая Г — + о, доказать, что абецисса сходимости пре- 
образования Лапласа функции q(t) = exp (ie!) отличается от абсциссы аб- 
солютной сходимости. 
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© 


3.2. Показать, что интеграл | ехр (— 2%) In (1+ #1?) 4 и его аиадити- 
0 
ческое продолжение имеют асимптотическое разложение 


Sect PG) 
бе 


5-1 
при  —* oo в сенторе |argz| < (51/4) —6 (<5л/4). 

3.3. Показать, что если @ — положительная постоянная, то в секторе 
Jargz| < (3л/2) — 6(< 31/2) аналитическое продолжение интеграла 
oo 
| exp{—zexp(e)} dt ведет себя как 
6 


3.4. Предположим, что в теореме 3.2 условие 2) заменено требованием. 


ыы 5 


\2s 
10~>E Is (2 sh +) (t+ +0). 
о ad 


Показать, что для любого положительного целого в 


при 2 —* co в секторе |агв 2| < (1/2) —8(< л/2). (Дальнейшие результаты 
такого рода были получены Эрдейи (1046, 1961).) 
3.5*. Для интеграла Гудвина — Слейтона (глава 2, упр. 4.4) доказать, что 


ae n—t p(s fe В 

‘ехр (— w м 2 ZI. 4, a 

] а: 4“ =| 1) Е а, (2) (п=0,1,...), 
5. 


где &n(z) = O(z-"~!) прп = —* oo в секторе fargz| < (51/4) — 8(< 5лИ). 
Показать также, что 


д 1 п 
1) если Jargz|< zy, то len [Sgr (9+ 


п 3 cA n 1 
2) если <largs|< 7s, то [e, жа г (узы 


1 n а 
Г G + 1) фа; 


3 
3) если В — произвольное число, такое, 1T0 FAL В| <a, и если 2 удовлет- 
воряет неравенствам 
Jarg(ze7#8)| < л/4, Re(z?e~**®) > в(2|В] —п), 
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где величина o(B) определена формулой (2.08), то 


Ц 


Pkt приеду Г 
г (= +1) 
» 2 € 
Пес ое yore 
3.6*. Пусть в обозначениях и условиях теоремы 3.3 g(t) = и!"-*9(#*); 


предноложим, что функция g(t) голоморфна в окрестпости начала координат, 
Показать, что выражение для остатка €, (=) в $ 3.5 имеет вид 
coe ВИ coe В/и 

a 


| g™ (рае \ (t— vy?! ge! oxp (— seh) at 


» 


р 1 
2 (2) = GoD 


при условиях — Ay < В < —@, Jarg(ze~*#) | < 2/2 и Ве(=е-) > о. 

3.7*, Поворачивая путь интегрирования во внутреннем интеграле в пре- 
дыдущем упражнении так, чтобы arg t = — arg 2/1, показать, что при у = 2, 
A=1,n>1,0—argzu 


[g(v) | < Gn exp {yn (В} [2[2} (argu = —B/2), 


снраведлива оценка ( в 
п 1 [0 
6,t($ +) Izt0os(~-) 


21 
Гея |S ari Teles Вт 


сели знаменатель положителен. 


$ 4. Интеграл Эйри е комилеценым аргументом; составные 
асимптотические разложения 


4.1. Чтобы выяснить асимптотическое поведение Ai(z) при 
болыших значениях |z|, мы, следуя Копсону (1963), используем 
представление 


2 
ехр (-=: 


2п 


АТ (2) = 


: { exp( 21/24) eos ( 3 Pe) rg 


(larg = | <л), (4.04) 


в котором степенные функции с дробными показателями прини- 
мат главные значения. Этот интеграл можно получить следую- 
щим образом. При положительных 2=х мы имеем из гла- 


вы 2, $ 8.1 ; 


{ ехр (4 vs — =) dv. 


too 


Ai(z) 
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Путь интегрирования можно перенести так, что он будет прохо- 
дить через точку © = 2” (обоснование этого преобразования бу- 
дет дано ниже в $ 7). Полагая © = x + it" на верхней половине 
нового пути и р = 2" — И" на нижней половине, мы получаем 
(4.01) при ==. Обобщение представления (4.01) на сектор 
[ато | < л вытекает из аналитического продолжения. 
Применение теоремы 3.2 к (4.04), где A= 1/6, ц = 13, 
а роль 2 играст фупкция 2”, приводит к искомому разложению 
Е (4.02) 


А! (2) ^^ РЕЖ 174 sd 


при 2—0 в секторе [argz}<a—6 (<x). Здесь Е = 22% 
up = №, 


) Ast 19... 6-9 Koy 
(216)° sl s>0), 


(4.03) 
а дробные стенепи 5 принимают главные значения. 
Для оценки остаточного члена можно использовать формулу 
Тейлора и написать 


cos T— 


(т — действительное Число, n= ь Эна 


Полагая т = #/2/3 мы заключаем, что отношение и-го остаточно- 

го члена в (4.02) к п-му тону (pane не превосходит цо абсолют- 
\jan+t/2 

ной величине {see (+ arg z)} ; -B случае положительных зэто 

означает, что каждый остаток ограничен по абсолютной величи- 

He первым отбрасываемым членом разложения. 

4.2. Сектор, в котором справедливо разложение (4.02), нельзя 
расширить с помощью теоремы 3.3, поскольку условие 3) сходи- 
мости интеграла (3.01) нарушается вне действительной {Ё-оси. 
Чтобы вывести асимптотическое разложение для Ai(z), которое 
справедливо равномерно в области, содержащей отрицательную 
действительную полуось, мы используем тождество 


А! (— 2) ==e"3Ai (ze*3) te-™3Ai (ze), (4.04) 


вытекающее из формулы (8.06) главы 2. 
Пусть {— произвольное положительное целое число, а 8 — 


2 
произвольная постоянная из (0, аа). Обрывая разложение (4.02) 
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на 1-м члене и заменяя 2 на ze"”3, мы получаем 


ni/3 А: (лелИз ий & т De 
enl3 Ai (2е: = ae На (E)f, 


THe 
2) (E) = O(E~)) при 2— о 
в секторе arg z =[— (4/3) + 5, (20/3) — 6] 


Соответствующее разложение для е`““ЗА{(2е-^"З) получается 
заменой на —i u ef (Е) на остаток 22) (Е), обладающий свой- 
ством =” (& =0(=) при z—> oo в секторе arg 2 @[— (20/3) + 
+6, (41/3) —6]. Подставляя эти результаты в (4.04) п груипируя 
слагаемые, мы находим, что 


} [1/2—1/2} 
. л у 
Ai (— 2) aan | 69s (: x | хх ( 
= 
| аи 


1-1) У ео 


we + 


ny? (Sy J, (4.05) 


тде ‘ 
2 (E) = er (а, inf? =. 


Очевидно, что nf? (2) и nf? (8) ведут себя как О(=“') при zoo 
в секторе [arg | < (2л/3) — 6. 

Заменяя { на 2т в первой сумме и на 21-1 — во второй, 
мы видим, что 


ь Ч. 
А! (— 3) = ТЕЖЕ cos ( 


Tie т и п — произвольные целые числа или нули. 

Разложения этого типа мы будем называть составными асим- 
птотическими разложениями: они имеют два или более остаточ- 
ных члена, ни один из которых нельзя включить в другие. 

Обобтцая значение символа ~, мы пишем 


(1-3) УСО + 


+ sin(8 +) de wy (4.07) 


Ai(—2)~ sam 
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при z— co в секторе |argz|<(2n/3)—6; Е ии, определены 
в $ 4.4, а дробные степени принимают главные значения. При 
arg 2 = 0 главный член разложения (4.07) был найден в главе 3, 
$ 13.4 методом стационарной фазы. 

Следует отметить, что выражение, стоящее в квадратных 
скобках в (4.05), можно записать в виде обобщенного асимпто- 


м д —3 
тического разложения Shad cos ( в 7 cles” 5 u,§ со шкалой 


е"" ЧЕ-* (ср. главу 1, $ 10.3). 

4.3. Из (4.07) немедленно следует, что на отрицательной 
действительной полуоси функция Ai(z) меняет знак бесконечно 
много раз, и поэтому имеет последовательность нулей с предель- 
ной точкой 2 = —oo. Поскольку правая часть (4.02) не стремит- 
ся к нулю при достаточно больших |з|, сектор, в котором сира- 
ведливо разложение (4.02), нельзя расширить за пределы секто- 
ра |аго 2| < л. По той же иричине сектор larg 2| < 21/3 является 
максимальной областью, в которой сираведливо разложепие 
(4.07). . 


УПРАЖИЕНИЕ 


4.1. Проверить, что разложения (4.02) u (4.07) согласуются в пересечо- 
ии областей. в которых они справедливы, с точностью до слагаемых. экс- 
нопенциально убывающих (при больших |1) NO сравнению с основным 
рядом. 


$ 5. Отношение двух гамма-функций; 
лемма Ватсона для интегралов по петле 


5.1. Асимитотическое разложение отношения Г(з + а)/1`(2-- 
-- 6) при фиксированных аи Би больших 3 можно вывести из 
разложений Г(2-+-а) и Г(2-+5) главы 3 (формула (8.16)) 
в случае действительных переменных или главы 8, $ 4 в случае 
комплексных переменных, разделив их друг на друга. Мы про- 
иллюстрируем методы настоящей главы, получив требуемое раз- 
ложение, прямо из интеграла, определяющего бета-функцию. При 
этом предполагается, что а и 6 — действительные или комилек- 
сные постоянные. 

Из формулы (1.10) главы 2 имеем 


1 
= | у и— ри 
6 


(Пе (2 + а) > 0, Re(b —а) >0), 


причем дробные степени принимают главные значения. Подстав-- 
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яя в = es, мы получаем равенство 


Ге) 1 Трои р 
Tera —teaa | q(t) dt, (5.01) 


справедливое при тех же самых ограничениях, где 
q(t) = eA ov ety ak, 


Разложение q(t) по возрастающим степеням # имеот вид 


a= ХС очен ЦИ 2m), 


а условия теоремы 3.3 удовлетворяются при 0и=—1/2, и2==л/2, 
4=b6—a, p=1 ис =|а|. Применение теоремы дает искомый 
результат: 
we a 
we We) (5.02) 
7 ai 5 
s=0 


sip 2 co в секторе larg 2| <п—6(<л), где 
С, (а, 6) = (a—b) (0—1)... (а-6—$-1)9. (а, 6). 


Легко проверить, что первые три коэффициента имеют вид 


Gy(a,b)=1, G,(a,b)=+(@—b)(a@+b—1), 


G, (a,b) = sy (a— b)(a— b — 1) {3 (a +b)? — Ta — 5h + 2}, 


5.2. Разложение (5.02) было установлено при условии 
Ве(5 —а) > 0. Это ограничение можно устранить следующим 
юбразом. Пусть п — произвольное положительное целое число, 
а @a(l) определяется для положительных # из соотношения 


n—1t 
GW) = У ое, EP + yO, (5.03) 
Tak что 
Pn (= LY (= A)'gs(a, KUM (|< 29). (5.04) 


Подставляя (5.03) в (5.01), мы получаем 
n—t 


у С, (а, 
Psa) ya > of 6) +- Л, (@,6, 2), (5.05) 
s=0 ы 


T+) 


й 
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rye 
1 % 
—27t ” 
I, (a,b, 2) = те! ге ф» (dt. (5.06) 


Условия, при которых было установлено равенство (5.05), имеют 


вид 
Re(z+a)>0, Rez>0, Ве(ф—а) > 0. 


Однако легко видеть на основании формул (5.03) и (5.04), что 
интегралы 1, (а, 6, 2) все еще булут сходиться на обоих пределах, 
если последние условия заменить неравенством Re(n-+-b—a) >0. 
Замечая, что G,(a, b) — многочлен, мы убеждаемся после анали- 
тического продолжения uo 6, что равенство (5.05) выполняется 
при новом условии. Шрименяя теперь теорему 3.3 к (5.06) и 
учитывая, что целое число п произвольно. мы заключаем, что 
разложение (5.02) справедливо без ограничений на а или 6. 

Метод, использованный в этом пункте, часто оказывается 
полезным в асимптотическом (и численном) анализе. Иногда его 
пазывают методом отделения сингулярной части. Мы, в сущно- 
сти, вычитаем полюсы и другие неприятные особенности из дан- 
ной функции, вычисляем аналитически их вклад, а затем исполь- 
зуем общие асимптотические (или численные) методы для опре- 
деления вклада оставшейся части. 

5.3. Следуя Трикоми и Эрдейи (1951), мы можем обобщить, 
предыдущие рассуждения и получить полезный результат, из- 
вестный под названием леммы Ватсона для интегралов по петле. 


Рассмотрим интеграл 
(0+) 


} eq (0) dt, (5.07) 


— = 


тде путь интегрирования проходит но нижнему и верхнему бе- 
регам действительной оси слева от точки — 4 и но окружности 
|| = 4. Предположим, что 4(1) — голоморфная функция, не обя- 
зательно однозначная, в области 0 < |#| < 4’. где d’ >d, и что 
она непрерывна на пути ичтегрирования. Тогда рассуждениями, 
аналогичными проведенным в $$ 3.1-и 3.2, мы можем доказать, 
что у интеграла (5.07) существует абецисса сходимости. Сиравед- 
лива следующая теорема. 

Теорема 5.1. Примем условия, сформулированные выше 
в этом пункте и предположим, кроме того, что : 


а0- 2 аб (5.08) 


при 1—0 в секторе |argt]| <a, где р — положительная по- 
стоянная, а \ — произвольная действительная или комплексная 
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постоянная. Тогда 


1(5) > Sire 


(5.09) 


при 2-00 в секторе [arg2|<(2/2)— 8(<a/2). 

В этой формулировке все дроблые степени принимают глав- 
пые значения. Как и в лемме Ватсона, предполагается, что абс- 
циеса сходимости интеграла (5.07) копечна или равна — 09; 
в противном случае формула (5.09) теряет смысл. 

Чтобы доказать теорему, положим 


1 
а p(t) (п=0,1,...). 


Подставляя сумму в (5.07), интегрируя почленно и используя 
интеграл Ганкеля по петле для тамма-функиии (глава 2, (1.12)), 
мы получаем первые и членов в формуле (5.09). Далее. из раз- 
ложения (5.08) вытекает, что ф,(Г) имеет порядок O(t"**-") 
при #—0. Если п таково, что n+ Цех — положительное число, 
то можно преобразовать интеграл по петле для е"ф„(#) в пите- 
грал по двум берегам отрицательной действительной полуоси 
и получить 


© 


ete, (i) Чё = { е О, (т) dt, 


> 


где 


Qn (1) = (q(t) — о, ед 


Доказательство завершается применением теоремы 3.2 к (5.10) 
и использованием формулы отражения для гамма-функции. 
Читатель, вероятно, обратил внимание на существенное отли- 
чие теоремы 5.1 от теоремы 3.2, которое заключается в том, что 
параметр A более не обязан принадлежать правой полуплоскости. 
Следует, кроме того, отметить, что если область, в которой функ- 
ция g(t) голоморфна и имеет разложение (5.08), содержит сектор 
a@i<arg(—t) <а2, rye и<0 и @2>0, и если q(t) есть О(е”") 
при t— oo в этом секторе, то с помощью теоремы 3.3 разложение 
(5.09) для [(2) (или для его аналитического продолжения) рас- 
ространяется на сектор —о2—(л/2) + 6 < ага < —ar + 
ct (1/2) — 6, где 6 > 0. | 
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$ 6. Метод Лапласа для контурных интегралов 


6.1. Рассмотрим интеграл 
b 
T(z) == 1е "gq (0 dt, (6.01) 
a 


в котором путь интегрирования Pp является контуром в комплек- 
сной плоскости, p(t) и 9({) — аналитические функция Ба z— 
действительный или комплексный параметр. По аналогии с тео- 
рией, развитой для интегралов с действительными переменными 
в главе 3, § 7, мы можем ожидать, что при большом |2| основной 
вклад в 1(2) определяется окрестностью точки { = fy, в которой 
величина Re{zp(t)} достигает минимума. Мы увидим, что пред- 
положение справедливо, когда fo совпадает с концом FY, но вооб- 
ще говоря, неверно, если fo лежит внутри Я. В последнем случае 
необходимо деформировать путь интегрирования, прежде чем 
вычислять асимитотическое разложение. В этом параграфе мы 
рассмотрим первый случай. 

Удобно нвести следующие обозначения. Пусть Н и tg — две 
любые точки контура 7. Часть Я, лежащую между & и te, будем 
обозначать через (f,, #,)„, если концы исключаются, и через 
5, Ь|]» если они включаются. Аналогично определяются симво- 
лы (1, В] и [ti, Ь). Мы будем также использовать обозначение 


® = угол наклона 5 в точке а = т {arg(t — a)} 


(1—а вдоль 9). (6.02) 
Предположения: 
(Т) Функции p(t) и q(t) ne зависят от 2, однозначны и голо- 
‚морфны в области Т. 
(Il) Контур Я не зависит от 2, а принимает конечное значе- 
ние, Ь — конечное или бесконечное значение, и (а, %) „ЕТ'). 
(ПТ) В окрестности точки а функции p(t) и q(t) могут быть 
разложены в сходящиеся ряды вида 


РО =р@) + Х реф, a= Ха, 


где ро 0, в — действительное положительное число, Rev > 0. 
Если в или h-- не целые числа,— это может быть лишь в слу- 
чае, когда а — граничная точка Т — ветви функций (t—a)" u 
(: — а)* определяются соотношениями 

(t—a)* — |t—al*e™, (t—a)*~|t—al*e™ 
при ta вдоль $, и по непрерывности всюду на $. 


!) Таким образом, либо точка а, либо 5, либо обе эти точки могут быть 
концами Т. 
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(IV) Параметр 3 изменяется вдоль луча или в секторе, задан- 
ном неравенствами 00—02 и |z| SZ, 2de 0 =argz, 
&—O<auZ>0, Интеграл [(=) сходится абсолютно и равно- 
мерно по 2 в точке 6. 

(У) Величина Re {e"p(t) — е*р(а)} положительна при 
te(a, 6), ш отграничена от пуля равномерно no 9 при t>b 
вдоль 9. 

Замечание. Пи ©, пи 0 не обязаны принадлежать глав- 
пой области (—л, пл], однако когда выбор области сделан, нужно 
его придерживаться во всех выкладках. 

6.2. В рассуждениях следует быть очень осторожным при 
выборе ветвей встречающихся многозначных фупкций. Имея это. 
в виду, мы условимся о следующем: значение оо == arg ро не 
является обязательно главпым, но удовлетворяет условию 


|oo+ 0+ po| < л/2; (6.03) 


это значение будет использоваться для, ‚определения всех дробных 
степеней po. Например, символ p's обозначает выражение 
exp{(In| ро| + о) /p}. Так как 


е"р(И— е"р(а) ~ е"ро(ё — a)" 


при ta вдоль XY (условие . (ПТ)) и разность е*р(#) —е*р(а) 
имеет неотрицательную действительную часть (условие (V)), то 
всегда можно однозначно выбрать Mo указанным образом. Кроме 
того, поскольку 0 заключено в интервале длины меньшей, чем л, 
значение Wo, удовлетворяющее (6.03), не зависит от 0. 

Введем новые переменные, V и 22, равенствами 


w" = v = p(t)— pla). (6.04) 
Значения arg пи arg Ww определязотся условиями 
argv, arg w— оо + но (1—а вдоль 7) (6.05) 


п по непрерывности всюду. Здесь снова имеется в виду, что эти 
значения argU и агош используются для определения всех дроб- 
ных степеней риш. Поскольку риш не могут обращаться 
в нуль на(а, 6), (условие (V)), то ветви задаются на Я одно- 
значно; кроме того, argv == д аге ш в любой точке Я. Из (6.03), 
(6.05) и условия (У) следует, что 


|6 argv]|<n/2 (1 (а, b),). (6.06) 


В соответствии с этим г меняется на простом римановом листе, 
когда Ё изменяется на 5. 

Для малых значений |1 —а| условие {ПТ) и формула бинома 
Дают 


ред [1 + 2 —a) 4 
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Таким образом, ш — однозначная голоморфная функция # в ок- 
рестности точки а, и производная 4/4 не равна пулю в а. При- 
менение теоремы 06 обратной функции!) показывает, что для 
всех достаточно малых значений положительного числа о круг 
|[ —а| <р конформно отображается на область W, содержащую 
точку ш == 0. Кроме того, если ш © W, то функцию Ё— а можно 
разложить в сходящийся ряд 


=> 


t-a= Ус = 


коэффициенты с. которого выражаются через р,; сравните с фор- 
мулой (8.05) главы 3. 

Пусть & — конечная точка, отличная от а и принадлежащая 
замыканию (а, 6); выберем ce так, чтобы она не зависела от 2 
и чтобы круг || < |р(®)— р(а) |"* содержался в \. Тогда ин- 
тервал [а, &]»„ можио деформировать таким образом, что его 
w-o6pa3 станет прямолинейным отрезком. Переход к переменной 
2 дает 


k х 
ера = oP | “о, (6.07) 
: = i 
se ) 
x= pl(k)— pla), fv) =9@) a =P (6.08) 


а путь интегрирования в правой части (6.07) является прямоли- 
нейным отрезком. 

При малых |v] функция f(v) разлагается в сходящийся ряд 
вида 


{w= py аб, (6.09) 


в котором коэффициенты а, связаны с р, и 4, точно так же, как 


vy] 
в главе 3, § 8.1; например, а, = ao/( up и) 
6.3. Как и в случае действительной переменной, мы опреде- 
лим функции [,(р), п==0, 1,2, ..., соотношениями ]»(0) = а» и 


ie) = УХ ани pyre weg (и) @=0). (6.10) 


Тогда ],(5) имеет поргдок O(1) при v0. Интеграл в правой 


1) См., например, Левинсон и Редхеффер (1970, стр. 301) пли Копсон 
(4985, § 6.22). и 
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части (6.07) можно переписать в BHO 


х 


n—t 
ото Ут(НР) gain вы Неа, 
3 s=0 


(6.14) 
тде 
ды 
sta a 
ent) УЕ, а) урн, (6.12) 
вла (2) = | ev ИИ, (р) dv. (6.13) 
6 
п 


Поскольку [6 4-argx|<- (cp. (6.06)), ветвь =“ в (6.11) и 
(6.12) имеет вид ехр{ ($ +7.) (in]z| + ©) /4}, а каждая неполная 
гамма-функция в (6.12) принимает главное значение. 
Применение формулы (2.02) показывает, что 
ен, 1(2) = O(e“/2),  (|2|- 9), (6.14) 
равномерно относительно 6. 
Для &„,2(2) подстановка г = ит дает 
1 
ан (2) = фе ЗО (1) ат. 
0 


B силу условия (У) и того, что 9 содержится в замкнутом интер- 
вале, мы имеем 
Re(z%) = [2| Ве{ер(Ё) — е°р(а)} > [2[ ть (6.15) 
где числа YN, не зависят от 2 и положительны. Поэтому 
г, 2(=) _ О (те 5) Е O(z-n tarry 
равномерно относительно 0. 
Объединение результатов этого пункта с (6.07) приводит 
к разложению 
Rk fe baht 4 
о — 258) __ „ака ве “а РЕН: ЧЕН 
\ е g(t) dt =e | py т ( Г ) atin +0 ( еек! ) $ 
2 s=0 
(6.16) 


справедливому равномерно относительно 0 при |z|—> о. 
6.4. Теперь мы рассмотрим оставшуюся часть интеграла, т. е. 
вклад от интервала (®, 6) yg. Из условия (V) следует, что 


^ Ве{е”р(1) — е"р(а)} 2 п>0  (telh, 6)х), (6.17) 
“44 Ф. Олвер 
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где n не зависит от 0. В соответствии с этим 

Re {zp(t)—zp(a)} = {(|2|—2)--2} Re {е*р(1) —е*р(а)} > 
> (12| 2) 1-Е Re{Zep(t) т Re {Zep(a)} 

и a 

db 


i 


еда | «ее [хр (Zep (в | x 


db 
х flexp{—Zep@}a (014. (6 18) 
k 


Условие (ТУ) показывает, что последняя величина имеет порядок 
e??O(e-"") равномерно относительно 0. Поэтому асимитотиче- 
скее разложение (6.16) не меняется при учете интеграла 
по (К, 6) > 
6.5. Мы установили следующий фундаментальный результат: 
Теорема 6.1. В предположениях $ 6.1 


feta a. 
г (6.19) 


при 12—00 в секторе 91 Sargz<by, Коэффициенты а, onpedean- 
ются методом $ 6.2, а ветвь 2°” задается условием 
ехр{ (8-Е) (в 21-2 #8) /p}. 

Как и в случае действительных переменных, следует отме- 
THTL, что наиболее важные результаты леммы Ватсона (Teope- 
ма 3.2) являются частным случаем сформулированной теоремы. 


b © 
бд е- 9 У 
0 


а & 


УПРАЖНЕПИЯ 
6.1. Пусть LY обозначает ирямолинейный отрезок, соединяющий точки 


#=Onut=a(i+i), функция (1+ t)'* принимает главное значение, нере- 
менная х положительна и возрастает. Ноказать, что 


# 5 4 
[аз ЕО ехр (éxe!) dt = “5: в + зря o(zs }} 


6.2. Пусть Я обозначает полуокружность в верхней полуплоскости пере- 
мепной ¢, начинающуюся в точке # = 1 и кончающуюся Bt = 1. Показать, 
это | 


тай n\i2 ¢ 2 [пу ii A 
fe ni rat =e {( 2) ит—3- |3 ЖЕ +90| == 
Е 


при 2—0 в секторе — (л/2) +8 < argz < arctg(2/n)— 6, где 6 — пропз- 
вольно малое положительное число, а щи стелени 2 принимают главные 
вначения, 
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$ 7. Точки перевала 


7.1, Рассмотрим теперь интеграл 
| 
1(2) = [фа (1.01) 
а 


в случае, когда минимальное значение фупкции Re{zp(t)} на 
пути интегрирования достигается во внутренней точке to. Пред- 
положим для простоты, что величина 6 (==argz) фиксирована, 
так что fo не зависит от 2. 

Разбивая путь точкой & на две части, получаем 


b 
1 (2) = { e7 q(t) dt— fem (dt. (7.02) 


о 


Предположим, что в окрестиости to функции p(t) и g(t) имеют 
разложения в ряды Тейлора вида 


P(t) = pte) (t= ty)  е-+.., (1.03) 


g(t) = 9 (te) E(t — ty) 9! (tg) E(t — ку ей а (7.04) 


Для больших |2| асимитотическое разложение каждого из интс- 
тралов в правой части (7.02) можно получить, применив Teope- 
му 6.1, причем роль рядов, указанных в условии (ПТ) $ 6.1, 
будут играть ряды (7.03) и Va Однако если p’ (to) 5 0, то 
условие минимальности Ве вы )} в точке & дает cos (wo+0+ 
Чо) = 0, где снова Wo= KA aay а ® — угол наклона пути 
в точке fo. Москольку два значения ® отличаются на л, величина 
wo+0+o равна л/2 для одпого интеграла и —7/2 — для другого; 
ср. (6.03). Значения @o и коэффициентов а; одни и те же в обоих 
хлучаях. Поэтому асимитотические разложения интегралов одина- 
ховы, и все, что остается после подстановки в (7.02),— это оста- 
точный член О {2-"е-24)}, где п — произвольпое положительное 
число. (Эта ситуация не имеет аналога в случае действительных 
переменных: когда функция p(t) действительна и непрерывно 
дифференцируема, она не может достигать во внутренней точке 
минимума, если не выполняется условие р’(&) = 0.) 

С другой стороны, если р’(№) = 0, то параметр в в условии 
(ПТ) $ 6.1 равен целому числу, такому, что и 2. Таким обра- 
зом, их отличается для двух интегралов на ил, и поэтому значе- 
ния @0, удовлетворяющие (6.03), отличаются друг от друга на 
ил, если и — четное число, или на (и-Е1)л, если и — нечетное 
число. Следовательно, для определения коэффициентов а, исполь- 


41* 
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зуются различные ветви P'", и асимитотические разложения бо- 
лее не приводят к сокращениям при подстановке в {7.02). 

7.2. Последние рассуждения дают ключ к тому, как посту- 
пать в случае р’(&) == 0. Мы должны попытаться так деформи- 
ровать путь интегрирования, чтобы минимум функции Ве{е“*р(1)} 
достигался или в одной из конечных точек, или в точке, где 
p(t) обращается в нуль. Если это удастся, то мы найдем асим- 
птотическое разложение, применив один или два раза теорему 6.1. 

Таким образом, точки, в которых p’(to) =0, имеют важное 
значение. Они называются точками перевала (седловыми точка- 
ми). Задача отыскания точек перевала в общем случае достаточ- 
но проста, однако построение пути интегрирования, на котором 
Re{e"p(t)} достигает минимума в концевой точке или в точке 
перевала, может вызвать затруднения. Иногда помогает простая 
догадка, особенно когда параметр 2 — действительный. В против- 
ном случае может оказаться необходимым провести подробное 
изучение конформного отображения между плоскостями ¢ и 0, 
rie v= p(t)—p(a) и а— концевая точка или точка перевала. 
Как только образ V первоначальной области Т построен, легко 
проверить, можно ли соединить точку p(b)—p(a) с началом 
координат контуром @, целиком лежащим в пересечении У с сек- 
тором jarg(ev)|< л/2. Допустимым путем Я служит {образ ©, 
но его фактическое расположение находить не обязательно: дока- 
зательство существования является достаточным для применимо- 
сти теоремы 6.1. 

Если а — точка перевала порядка и—1, т. е. если 


р’ (а) = р”(а) =... = p™ ?(a)=0,  р°(а) #0, 


то окрестность а отображается на и римановых листов. Однако 
полную окрестность течки а можно не рассматривать, поскольку 
путь @ лежит на половине листа. 

7.3. Чаще всего на практике встречаются интегралы вида 
(7.01) с простой точкой перевала, т. е. с точкой перевала поряд- 
ка 1, во внутренней точке to пути интегрирования. Поскольку 
в этом случае происходит некоторое упрощение, мы можем дать 
полную формулировку результата, получающегося при объедине- 
нии вкладов от (to, 6)» и (а, to) go 

Предположения: 

(1) Функции p(t) и g(t) не зависят от 2, однозначны и голо- 
морфны в некоторой облаети Т. 

(П) Путь интегрирования F не зависит от 2. Концевые точки 
аи Ь пути % конечны или, бесконечны, и интервал (а, 6)» лежит 
внутри Т. 

(ПТ) Производная р’(Р) имеет простой нуль во внутренней 
точке to пути 9. 
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(IV) Hapamerp 2 изменяется вдоль луча или в секторе, удов- 
летворяющем условиям 0 <O< Og и |2|> И, где 0 =argz, 
9—0, <лий>0. Интеграл I(z) сходитея в точках аи b 
абсолютно и равномерно относительно 2. ь 

(У) Величина Це {е'р(1) — е*р()} — положительна на 
(а. 6)», исключая точку to, и отераничена от пуля равномерно 
относительно 6, когда ta или b вдоль $. 

Теорема 7.1. При указанных предположениях 


b со 

= —ztte 4 a mae 
{eq (dt ~ 2¢ им Sr(s4 4), (7.05) 
a 


при 2-> со в секторе 01 Sargz < Oo. 
Формулы для первых двух коэффициентов имеют вид 


‘ 2"! (=: =) } { ы 
= 37 Ag =1 24” — т ras 7.06 
(2p? | й р of бр”? oP (2p”) у ) 


где р, Ч и их производные вычисляются в точке # == to. При вы- 
. с р Ри 2 
числении (2р”)!? и, (26)? используется ветвь, для которой 
величина Wo == arg{p”(to)} удовлетворяет неравенству 
[во 0 -{ 20 | < 2/2, 


где ® — предельное значение а! (1 — №) при t—> lo вдоль (lo, 6)» 
$ 8. Примеры 


8.1. Интеграл Шлефли для полипома Лежандра степени n 
был определен формулой (7.19) в главе 2. Его можно привести 
к виду 


ь | eG (t) des 


P,, (cos a) = —-—— 
"( ) ating Fa 


где @—mpocroit замкнутый контур, окружающий точку 
1 == cosa, и 


t—cos a 4 
рот), = 


причем ветвь логарифма действительна при {Е=(1, co). Мы хо- 
тим найти асимитотическое приближение для Р,(с0з &), когда 
п велико, а &«— фиксированная точка из интервала (0, л). По- 
скольку 


, _ __ _#—2tcosa+4 . 
PO = Ga jE—asa) 
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точки перевала совпадают с точками е® и е-®. В соответствии 
с $ 7.2 мы деформируем @ так, чтобы он проходил через эти 
точки. Одним из возможных результа- 
тов является единичная окружность 
(рис. 8.1). Так как функция p(t) дей- 
ствительна на части действительной 
оси, она принимает сопряженные зна- 
чения при сопряженных значениях #'). 
То же самое справедливо относительно 
q(t). Следовательно, 


P,,(cos@) = —- Im | fog (2) а, 
ап Е 


Гис. 8.1. Путь интегриро- 
вания для Pp (с0$ @). 


rae @ — полуокружность в верхней по- 

луплоскости, соединяющая точки 1 и —1. 
Точка перевала при ¢ = е” — простая, и поэтому можио 

применять теорему 7.1. Полагая t = е", мы находим, что 


Ве{р(1) — pe} = 


е'Т — cosa 
24 


cos T— cas & 2 
= In 


1 1 
= +12 = 2 in{t + ( sin T 2 


е 


Эта величина положительна в интервале 0 < т п всюду, ис- 
ключая точку т = a. Поскольку в данном случае 0 = 0, то глав- 
ное условие (У) выполнено. Остальные условия (1) — (ТУ) также 


удовлетворяются. Замечая, что р(е“) = —ш2—1%?), мы по- 
лучаем 
оо 
—~np(t) т--1 4 ч 1 a. 
je (Da (6) dt ~ ar ета Уг(- 4] ie (2 — ov). 
= 


Чтобы вычислить do, напишем 
р” (e*) = ie“ созес а, q(e'*) = —icosec a. 
При @ == (л/2)-- ~ мы выбираем 


arg {p”(e*)} == —a — (35/2), 


|| 


Oo 


(ср. (7.07) при 0 =0). Поэтому первая из формул (7.06) дает 


ао = (2 sin a) -Ие‘2ачя и, 


1) Это следствие принципа симметрии Шварца; см. наиример, 
А. И. Маркушевич, Теория аналитических функций, т. 2, М., «Наука», 
4968, гл. 8, $ 7. 

2) Выбор ветви логарифма является несущественным, 
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Следовательно, первое приближение имеет вид 
12. x 4 
P,(cos а) = [2 “вт ред 2 + O(n . (8.01 
nb ) Tn sin a ial Maa Ta a 3/2 ( ) 
Значение a2 можио вычислить по второй формуле (7.06), 
а коэффициенты более высокого порядка находятся общим мето- 
дом $ 6.2. 
8.2. В качестве второго примера рассмотрим интеграл 


= | opie dt, (8.02) 


в котором х — положительно и велико, путь интегрирования 
проходит выше начала координат, а функция #* непрерывна и 
принимает главное значение при #- -- со. 

Естественный выбор р(==2 ть 4(1) = ехр(—#) не дает 
точки перевала. Вспоминая метод $ 7.5 главы 3, мы вместо Hee 
будем искать точки, в которых обращается в нуль производная 
всего подынтегрального выражения. Для них получается урав- 
нение 


2t exp(—t?)t-** + 2x exp(—i?)i-?*-! = 0 


с корнями i= a Поскольку наша теория применима только 
в случае, когда точка перевала не зависит от параметра т, мы 


заменим переменнуто интегрирования Е на tyx и получим 


а а, (8.03) 
где . 
p(t) =24+2Int (8.04) 


Новые точки перевала находятся Bt = -Е& обе они — простые. 
В качестве возможного пути интегрирования рассмотрим прямую 
линию, проходящую через точку t= i параллельно действитель- 
ной оси, причем соответствующая деформация при = с 
справедлива в силу теоремы Коши. Полагая t= #-Ё т и замечая, 
что на новом пути логарифм в (8.04) имеет главное значение, мы 
получаем 

p(t)= —14 2it+ 7? + 2Ini+ 2 In(4 — it), 
откуда 
Ве{р (1) } = — 1 1? + ш(4- В). 

Эта величина достигает минимума при т==0; следовательно, 
условие (У) из $ 7.3 удовлетворено, так же как и ‘остальные 
четыре условия. В обозначениях $ 7.3 имеем 


=i, pi)=—itin, даа Ом, РФ 42. 
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Формулы (7.06) дают в = 4/2V2.m а, =1/24/ 2; применяя 
к (8.03) теорему 7.1, получаем искомый результат: 


I (2) ~ = (3)" (=) (1 ++ cal (x—> ©). 


Этот результат можно проверить, воспользовавшись разложени- 
ем (8.16) тлавы 3: выбирая —Ё в качестве новой переменной 
интегрирования в (8.02) и используя интеграл Ганкеля но петле 
(тлава 2, формула (1.12)), мы найдем, что 


УПРАЖНЕНИЯ 


8.1. Получить результат упражнения 7.1 из главы 3 методом $ 8.1, ис- 
пользуя в качестве пути интегрирования окружность, имеющую диаметром 
отрезок [e~%, ез]. 

оо 


: 4% 
8.2. Пусть f (x) = { ехр (- 2х — —г | Ч6тде параметр x положителеп, 
co 
а путь интегрирования вроходит выше начала координат. Используя путь, 


состоящий из частей действительной оси, лежащих вне единичной окружно- 
сти, вместе с верхней половиной этой окружности, показать, что 


1(2) 472 (62)? 5+3 {1 +0(.—1)} (z+)  [Ловерье, 1966]. 


8.3. Доказать, что если путь интегрирования проходит по мнимой оси, а 
подынтегральное выражение принимает главное значение, то для больших 
положительных г 


ico 
2 4 Е 
| мы exp (— xt?) dt ~ int/2exp (- 5 a 


oo 


с относительной ошибкой O(e-7*), 
8.4. В интеграле 


I= у exp (—2 (1? —2it)} cosech (1 + #2) dt 


точка перевала { == i совпадает с полюсом подынтегрального выражения, 
Вычитая сингулярную часть ($ 5.2), показать, что 


4/2 1/2 
я л мл 1 
Ore "| и — 65 ип +9(3] 


при z—> co в секторе jargz| < (п/2) —5(< п/2). Является ли эта область 
справедливости разложения максимальной? 
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$ 9. Функции Бесселя 
при больших значениях аргумента и порядка 


9.1. В этом параграфе теорпя, развитая в $$ би 7, применяется 
к выводу двух важных разложений для функции Бесселя J,(z). 
В качестве отправного пункта мы выберем контурный интеграл 
(9.13) из главы 2. Заменяя в нем т на —&, получаем 


ont 


Jy (2) = — Е | АА ae ( argz|< 


olf ni 


(9.01) 


Предположим сначала, что у п 2 — действительные или коми- 
’лексные числа, причем у фиксировано, а значение |2| велико. 
"Точки перевала находятся в нулях функции cht, т. е. в точках 
t= =лй2, 43i/2, ... Путь интегрирования можно деформиро- 
вать так, чтобы он проходил через любое число этих точек, но не 
очевидно, как выбрать путь, на котором функция Re(zsh¢) лости- 
гает минимума в Одной или более точках перевала. Поэтому мы 
воспользуемся соображениями $ 7.2 и будем отображать полосу 


Е ‹ Дед ee р 


Рис. 9.1. илоскость. 


0 < Imt < пл (которая содержит одпу m3 точек перевала) на пло- 
скость переменной v = sh t—i. Отображение характеризуется сле- 
дующими свойствами: 

а) Положительная действительная полуось # переходит в пря- 
молинейный отрезок Im v==—1, Rev0. 

b) v ~ e*/2 при Ret > +00, т. 

с) Увеличение # на mi меняет знак о. “ 


dv is a 
9) Производная =; действительна на мпимой оси и меняет 


1. 
знак при # ==> at. 
1. и Я 
е) vu~yi t —ym) при ё— —- mt. 
1) Картинки на мпимых осях совпадают, 


Соответствующие точки в обеих плоскостях пзображены на 
рис. 9.1—9.3. Образ в и-нлоскости состоит из двух листов, причем 
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переход от рис. 9.2 к 9.3 происходит через пунктирный прямоли- 
нейный отрезок DG. 

Положительные действительные полуоси (рис. 9.2 и 9.3) отоб- 
ражаются на кривые СВ и СЕ, изображенные на рис. 9.1. 
B качестве возможного пути интегрирования для интеграла (9.01) 
мы возьмем всю кривую ЕСВ вместе с сопряжепниой кривой ВСЕ 


ГА COD A, B й №224) om 
Рис. 9.2. ь-плоскость 1). Рис. 9-3, и-илоскость 2). 


(также указанной на рис. 9.1). Очевидно, что Rev достигает ми- 
нимума на кривой KGB в точке С. Если 6 — произвольное доста- 
точно малое положительное число и величина O=arg 2 ограничена 
условием |0|=< (1/2) —65, то выполнено условие (V) из $ 7.3. Лег- 
ко видеть, что остальные четыре условия также удовлетворены, 
и теорема 7.1 приводит к разложению 


| о ay ae" Уг( + +) (9.02) 
ий р 


при 2-> oo в секторе larg 2| <= (л/2) —5. 

9.2. Следующая задача состоит в вычислении коэффициентов 
@2,, Она сводится к упражнению по теории тригонометрических 
рядов. Из формул (6.08) и (6.09), где ^=14 и и=2, мы имеем 


= Dave, (9.03) 
8-0 


Положим ¢ == (л//2) т, так что v == 2131? (1/2). Неравенство 
(7.07) выполняется при ® = —n/4, во = л/2 и largz| <л/2; сле- 
довательно, равенство arg т = 0 соответствует условию arg #==л/2. 
Поэтому правильный выбор ветвей в (9.03) приводит к соотно- 
шению 


— А 
ele ля = > agestisgsl2 (sn =). 
ЗИ? eh (1/2) Fear 


Tak как нам нужны лишь коэффициенты а, с четными индексами, 
мы заменим т на —T и рассмотрим среднее двух разложений; 
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тогда 
е(2У—1 уда ehvt 


< > 
ие = Ув. 09, (sh +) . (9.04) 


5—0 
Если обозначить sh (л/2) через и, а левую часть (9.04) через 
F(y), то по теореме Тейлора 


(28) 
HOY (9.05) 


2s (ai) (28)! 


Непосредственное дифференцирование показывает, что 
(1-У?)Р” (у) +3yF’ (у) + (1—4) F(y) = 0. 


Дифференцируя это уравнение 25—2 раза с помощью теоремы 
Лейбница и полагая у = 0, мы находим, что 


62 (0) = {4v2— (25—1)?) 7—2 (0). (9.06) 


Значение 40 можно получить, положив т = Ов (9.04). Далее, ис- 
пользуя (9.05) и (9.06), мы приходим к искомому общему вы- 
ражению 
(42 — 12) (45? — 32)... {(4v? — (2s — 4) ] ev В 

(2s)! (20° 21 


5: 


Возвращаясь к (9.02) и используя формулу удвоения для гам- 
ма-функции, мы находим, что 


= ‘ on \1/2 4 ся (vy) 
ее gy Е) exp i{ La п :) a), 
eine ы 2 4 >» (i 
(9.07) 
где 
А, (у) (4v2 — 42) (4% — 3?) ... {4v? — (2s — 1)?} ’ (9.08) 


5! 8° 


Соответствующее разложение для интеграла вдоль пути, иду- 
mero от —co—mni к ©, получается из (9.07) при изменении знака 
перед i. Подставляя эти результаты в (9.01), мы получаем иско- 
мое асимптотическое разложение, причем в составном виде 


1/2 A 
Л (2) > (2 ) [5 (. ‘ ул г ) ( $ au 


VSN А. 
sin (. ‘ ул. = {(—1} sa | _ (9.09) 
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при 2-— 00 в секторе |агб 2| <(n/2)—6(<n/2). Это разложение 
получено Ганкелем (1869). 

9.3. Область справедливости разложения (9.09) можно расши- 
рить, взяв новые пути интегрирования, как в $ 1.2 и в доказатель- 
стве теоремы 3.3. Используя теорему Коши, можно деформиро- 
вать путь ЕСВ на рис. 9.1 до совцадения с путем, образом кото- 
рого является луч argv == —В, в предположении, что BE (—3л/2, 
л/2). Последнее условие необходимо в связи с тем, что Ё как 
функция переменной v имеет особенности на лучах argv == 31/2 
и argv == —n/2. Для каидого допустимого В интеграл вдоль но- 
вого пути является аналитическим 
продолжением в сектор|аге 2е-"| < 
<n/2 интеграла, стоящего в левой 
части (9.07). 

На повом пути условия $ 7.Звы- 
полняются, если предположить, что 
9 == [-— (л/2) +8 +6, (x/2)+ 8 — 8]. 
Следовательно, правая часть (9.07) 
дает асимптотическое разложение 
Гис. 9.4. Путь интегрирования аналитического продолжения интег- 

для Jy(vicha). рала, стоящего в левой части, при 
условии = — 20 {+6 Sargz << a— 6. 

Соответствующее расширение области справедливости разло- 
жения для интеграла вдоль пути ВСЕ дается неравенством 
—п--6 ав 2<2л—6. ПНоэтому асимптотическое разложение 
(9.09) справедливо в пересечении указанных секторов, т. е. в 06- 
ласти jargz| < л— 6. 

9.4. Теперь мы рассмотрим функцию 7,(2) в случае, когда 
2 —= узесВ a, The & и V — действительные положительные числа, 
причем © фиксировано, а v велико. Меняя знак в (9.01), имеем 


conti 
„Г, (у sech a) = an | а 
®— ni 
где 
p(t) =t~sechasht. (9.10) 


Точками перевала являются теперь корни уравнения cht = 
== cha, которые имеют вид t = -5а, Бо-2л, + а-Е4л,... Наи- 
более удобной точкой является ©; в качестве возможного пути 
интегрирования мы рассмотрим тот, который изображен на рис. 9.4. 
На вертикальном отрезке ¢ = a@ + it, —n<t<a, имеем 

Re {p(t)} = a—tha cos t>a—tha (150). 


На горизонтальных частях t = а лё-т, 03 1< о, имеем 
Re {р{1)} = a+t-+sech «зв (a-+t)S>a-+th а. 
Поэтому Ве {p({¢)} достигает минимума на пути интегрирования 
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в точке а, так что выполняется условие (У) из $ 7.3. Остальные 
четыре условия также выполнены, и, применяя теорему 7.1, мы 
получаем 


со 

в—\(@-—41 a) а 

полка а бы) 
ыы 8=0 ы 


В отличие от (9.09), явного общего выражения для коэффици- 
ентов нет. Однако первые два члена легко найти из (7.06). Диф- 
Фференцирование выражения (9.10) дает 


р” (<) == p(a) = —tha, p’’(a) = —4. 


Поскольку @==л/2, правильный выбор ветвей для степеней р” (a) 
определяется условием arg {р” (%)} = —л. Следовательно, 


1/2 5 3/2 
a = (+ cth а) i, а. = (4 — ешо) (Ре a) i 


и 
J\(vsech a) ~ 


—wa—th %) 5 1 
т + (Рава ошза)-+ +...) (9.11) 


Это разложение получено Дебаем (1909). Члены более высокого 
порядка даны, например, в Б. А. (1952); их легче получить из 
теории дифференциальных уравнений, чем предыдущим методом. 

9.5. В рассуждениях $ 9.4 можно было избежать рассмотрения 
конформного отображения, поскольку легко было догадаться, ка- 
кой путь подходит. Однако, когда V или & комплексны, избежать 
хонформного отображения невозможно; сравните следующее 
упражнение. 


УПРАЖНЕНИЯ 


9.1. Построить отображение полуполосы 0 < Паё < 2n, Ret > 0 в плос- 
гость переменной 
t—sechasht—a-+ tha, 


rue «— фиксированное положительное число.‘ Показать, что разложение 
(9.11) справедливо при jargv] <п—6( < л). 

9.2. Используя теорему 6.1, доказать, что 

tf, в 4 
Iv) ~ 24/8 Г (2/5) v's} 

ири больших |v{ в секторе jargv| <a —6(< 2). 

9.3. Показать, что если © — фиксированное число из интервала (0, 1/2), 
а у— большое положительное число, то 


о 


| exp (— У 5ес a ch #) cos vidt = 


ыы 
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$ 10*. Оценки остаточного члена для метода Лапласа; 
метод наибыстрейшего спуска 


10.1. Используя обозначения $ 6, предположим на время, что 
путь интегрирования Я можно деформировать так, что его г-образ 
будет целиком проходить по действительной оси, и, таким образом, 


Im {p(t)} = const = Im {р(а)}. (10.01) 


Перейдя к переменной интегрирования V в первоначальном инте- 
грале (6.01), мы можем разбить его, как и в $ 6, на три части: 
b 

J eq (1) dt = 


a 


n-—1 
= | У r( — гы (2) + &n,2(t) | (40.02) 
s=0 
где 
n—1 
ОР oy Ш а 
ent (2) = art СА, spt) — ар (a)} тер (10.03) 
и 
(у) — ва) 
Sica (= | а поту. (v) dv. (10.04) 


0 


Мы ограничимся для простоты рассмотрением случая действи- 
тельных ^. В (10.03) larg {2р (5) —2р(а)} | <л/2, и каждая непол- 
ная гамма-функция принимает тлавное значение. Из (2.02), 
(2.06) и (2.09) при п = 0 следует 


—tra л 
ЕТ (акк 1-2 151), 


— a 


где &% = тах (a—1, 0). Это неравенство обеспечивает подходя- 
щую оценку для Jen, 1(2) |. 
Для другого остаточного члена предположим, что a, FO и 


[fn)|<Jan]e™ (0<v< p(b)— p (a). 
„Тогда 


i и nn | a, | 
Тен. (2) [5 Г ( в ) (116089 —0© „ии 


(=, |z |cos >»). (10.05) 


В терминах первоначальных переменных наилучшее значение On 
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дается выражением 


1 fq (t)/p’ (t)\— Ха, (p(t) — p (ay OW 
jpeo—p@|" ан (P(e) — ра" АНУ ь 


oO, = зар 
ter 


(10.06) 


где суммирование производится от $ = 0 до $ = n—1, 

В более общем случае мы предположим, что В — произвольное 
действительное число, v-odpas пути Y идет по лучу argv = —В 
и farg (ze~") | <a/2, Тогда снова можно использовать (10.03), где 
берется главное значение для каждой неполной гамма-функцпи. 
Однако вместо (10.05) мы имеем 


= nb h\ | a, | 
Jena (2) [< г( ти } тео — оО 
(6—в1<-, [21605(9 —B)>o,). (10.07) 


Злесь величина 0, опраделяется формулой (10.06) п в данном слу- 
чае зависит от В. Случаи, когда а, обращается в нуль или Dn бес- 
хонечна, можно рассмотреть, видоизменяя рассуждения, приве- 
денные в $ 9.1—9.3 главы 3 (см. также Д. С. Джоунс (1972)). 

10.2. Предположим теперь, что точки @ и 6 нельзя соединить 
контуром, уравнение которого имеет вид 


arg {p(t)—p(a)} = (10.08) 


П этом случае мы будем двигаться от а вдоль пути типа (10.08), 
пока пе достигнем выбранной подходящим образом точки kk . 
Or А до точки 6 мы пойдем любым подходящим путем, лежащим 
в Т и вдоль которого величина Re {е*р(#) —е”р(а)} поло- 
жительна. 

Интеграл по (а, k) римест то же самое аспмптотическое раз- 
ложение, что и интеграл по (а, 6) р, а его остаток можно оцепить 
использованным выше методом. 

Вклад от интеграла по (А, 6) » оценивается неравенством вида 
(6.18), где в качестве п можно взять наибольшее число, для ко- 
торого справедливо условие (6. 17). Поскольку выражение (6.18) 
эпспоненциально малб по сравнению с оценкой для | ев» 2(2) |, 
то выбор # и пути от & до 6 не является существенным, 

Пример, иллюстрирующий изложенные методы для получения 
оценок остаточных членов, был дан Олвером (1970, $ 7). 

10.3. Кривые, определяемые уравнением (10.01) или, в более 
общем случае, уравнением (10.08), имеют интересную геометри- 


) B§ 6: 2 показано, что это всегда возможно. Однако в данном контексте 
` точка k не обязана удовлетворять условиям этого пункта. 
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ческую иятерпретацию. Если точка а не является точкой нере- 
вала, то из теории конформного отображения следует, что в окре- 
стности а уравнение (10.01) определяет регулярную дугу, прохо- 
дящую через @ (рис. 10.1 (1)). Если же а — точка перевала 
n w—l — ее порядок ($ 7.2), то через а проходят и регулярных 
дуг, на которых выполнено условие (10.01), и смежные дуги пе- 
ресекаются под углом a/p. Рисунки 10.1 (2) п 10.1 (3) иллюстри- 
руют случаи и = 2 ии = 3 соответственно. 

Рассмотрим поверхность |e" | над плоскостью, в которой по 
осям откладываются действительная и мнимая части (. В силу 


~~ Е 
a Г. 
D 2 Я 


вы и 
астает. 1) р’(а) AO; 2) Простой нул 
ой нуль p(t) в точке а. 


Рис. 10.1. +- плоскость: кривые уровня для Пи {р ( 0}. Стре: тками указ 
правления, в которых Ве{р (1) ‘ 
p(t) в точке а; 3} 


теоремы о максимуме модуля на этой поверхности не может быть 
пиков или ям, Если р’(а) =0, то касательная плоскость в точке a 
горизонтальна. Если, кроме того, р”(а) == 0, то поверхность в ок- 
рестности @ имеет вид седла. Поэтому такие точки и названы сед- 
ловыми точками или точками перевала. Деформация пути таким 
образом, чтобы он проходил через точку перевала, эквивалентна 
пересечению горной цепи через перевал. 

Поверхность, на которой функция Im {p(t)} постоянна, состоит 
из путей наибыстрейшего спуска. В этом можно убедиться следую- 
щим образом. Обозначим действительную и мнимую части функ- 
ции p(t) и через pr(t) и pr(t): 


P(t) = pr (¢t)+ipilt), (10.09) 


и пусть ¢ = (т) — уравнение произвольного пути в плоскости, 
проходящего но а; т— дуговой параметр. Если pr(t) 
= pri{t(t)} п окт Аи то 


fle p(t) |= 2. ев 


rR) 


= pre 


При заданном ¢ максимум или минимум этого выражения опре- 
деляется максимумом или минимумом функции рв (т). Диффе- 


ренцирование равенства (10.09) дает p’ ()t’(t) = pr (т) + 261 (1). 
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Поскольку | (т) | = 4, отсюда следует, что 
{pr (т)}* = |p’ (0) — {er (т). 


Следовательно, lor (т)| достигает максимума, когда ри (т) = 0. 
Если последнее равенство выполняется всюду на пути, то функ- 
ция 21(0) постоянна. Другими словами, справедливо равенство 
(10.01). 

Следует еще раз подчеркнуть, что деформация первоначально- 
го пути до совпадения с путями, на которых функция Im {p(t)} 
постоянна, не является существенным шагом при исследовании 
асимнтотики интегралов вида (6.01). Как мы видели, достаточно, 
чтобы минимальное значение Ве {е'*°р(#)} достигалось или на кон- 
цевой точке пути, или в точке перевала. Пути наибыстрейшего 
спуска имеют важное значение потому, что они помогают найти 
максимальные области справедливости разложений в комплененой 
плоскости (ср. $ 9.3) и построить явное выражение для сценок 
остаточных членов ($$ 10.1 и 10.2). 


Историчеекие сведения и дополнительные ссылки 


$ 2. Оценку остаточного Wena для асимптотического разложения непол- 
ной гамма-функция можно также вывести в качестве частного случая из 
результатов, полученных Олвером (19655) для функций Уиттекера (cp. гла- 
ny 7, упр. 10.2 и равенство (11.03)). 

$ 8.1. В изложении этого пункта мы следуем Cere (1962, $ 8.71) и Копсо- 
ну (1966, $ 37). 

$ 10.3 Одним из оснований для использования путей наибыстрейшего 
спуска является возможность облегчить применение леммы Ватсона; cM 
например, обсуждение этого вопроса у`Урселла (1970). Этот подход был на- 
мечен в работе Римана (1863), опубликованной после его смерти, п нолучил 
дальнейшее развитпе в исследованиях Дебая по теории бесселевых функций 
большого порядка ($ 9.4). В связи с трудностью точного построения путей 
наибыстрейтего спуска многие авторы часто в приложениях рассматривали 
несколько иные пути, Эти видоизменения иногда называются методом пере- 
вала или седловой точки (де Брейн, 1961; Копсон, 1966). Теорема 6.1, кото- 
рая взята из работ Уаймена (1964) п Олвера (1970), объединяет п обобщает 
различные подходы. 

Важно отметить, что вообще He обязательно использовать спускающиеся 
пути. Метод стационарной фазы (глава 3) фактически использует пути, вдоль 
которых ностоянна функция fe?) |. 


ТЛАВА 5 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С РЕГУЛЯРНЫМИ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ; 
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 

И ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


$ 1. Теоремы существования 
для линейных дифференциальных уравнений: 
действительные переменные 


1.1. В главе 2 было показано, что некоторые из введенных там 
специальных функций удовлетворяют дифференциальному урав- 
нению вида 


dw | 


a (а) яву = 0. (1.01) 


Другие важные специальные функции будут определепы позднее 
как решения уравнений того me типа. На данном этане мы изу- 
чим вопросы существования и свойства решений уравнения (1.01) 
в общем случае. 

Хотя многие из последующих рассуждений непосредственно 
переносятся на общие однородные дифференциальные уравнения 
произвольного порядка п вида 

47 ь Ч 


eet tint (@) aap eet (ши =0, 


ради простоты и имея в виду специальные функции, мы ограци- 
чимся большей частью случаем п = 2. Легко проверить, что в 
случае и = 1 общее решение дается формулой 


w = exp {— [1 (2) dz}. (1.02) 


1.2. Теорема 41.1. Лусть функции f(t) и g(x) непрерывны 
в конечном или бесконечном интервале (а, 6). Тогда дифферен- 
циальное уравнение (1.01) имеет бесконечное число решений, 
Эважды дифференцируемых в (а, 6). Если значения ш и a за- 
даны в некоторой точке, то решение единственно. 

Эта теорема — хорошо известный результат теории дифферен- 
циальных уравнений. Однако мы приведем полное доказательство, 
поскольку аналогичные рассуждения будут использоваться в бо- 
лее сложных задачах. - 


51] ‚ ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 179 


Пусть a) и а: — произвольно заданные в точке х — Fo значе- 
WD 4 
ния ш и; соответственно. Построим последовательность функ- 
ций й, (1), $=0,1,2,.. определенных соотношениями № (1) =0 и 
№, (2) = — f(a) hs (1) — 8 (2) #1 (2), й, (Zp) = ао» hes (Zp) = а: 
(1.03) 


при $>1. Таким образом, например, 

№: (1) = 04, № (x) = ay (5—1) + Qo. (4.04) 
Доказательство теоремы состоит в TOM, чтобы показать, что при 
$ — со предел последовательности существует, дважды дифферен- 


цируем и удовлетворяет уравнению (1.01). 
Интегрирование уравнений (1.03) по x дает 


Ва = — [О-о bay. (1.05) 


Интегрируя еще раз и используя формулу интегрирования по ча- 
стям, получаем 


в, (2) = — Fe HF OW $8 hea O} dt еда, 


(1.06). 
Если s‘S 1, то из (1.05) и (1.06) можно вывести, что 
Regs () — hela) = — НЛО — ha + 
u : +g (8) [hg (t) — hes (ON at 


hsyi (x) — hs (1) = — | ВО [AS (t) — Wy I + 
+8 (9, (t) — hs (O)} at. 


Пусть [а, В] — компактный интервал, содержащийся в (а, 6), 
который в свою очередь содержит точку 40. Из (1.04) и сформу- 
лированных условий следует, что существуют конечные постоян-- 
ные Н и К, для которых в [a, В] 


[№ (2) |<, [№ (2)| И, f(z) |+ |8 (2) | <K. 
Поэтому 
ho (a) — #4 (2) [НК] =— |, |№%(2) — № (4) |< 


~-<(P +4) HK| 2 — |. 
12* 
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С помощью индукции легко проверить, что 
[печи (а) — 25 (a)|, | Regs (2) — hy (|< HEL |x — а 
{$>0), (1.07) 


где L = тах (B—a, 1). Следовательно, каждый из рядов 
вед = Хин = Riley, Ba) = Dass (2) — hy () 


сходится равномерно в [, В]. Поэтому фуикция (т) непрерыв- 
na, h(x) — дифференцируема, и k(x) = # (5). 
Далее, из (1.03) получаем 


Ву (2) — #5 (2) = — 1 (2) {№ (2) — №, (2)} — 


— g(x) {hs (x) — Ass (х)} ($21). (1.08) 
Следовательно, ряд 


х {hia (2) — № (2)} 


сходится равномерно. Поэтому его сумма непрерывна и равна 
№” (2). 

Суммируя обе части равенств (1.08) от s == 1 до $ = 00, ви- 
дим, что функция k(x) удовлетворяет дифференциальному урав- 
нению (1.01) в [a, В]. Кроме того, выполняются условия 


h(xo) =, h’ (xo) == аи. (1.09) 


1.3. Поскольку значения В можно выбрать как угодно близко 
к В, аа — как угодно близко к а'), остается доказать, что h(x) — 
единствениое дважды дифференцируемое решение, удовлетворяю- 
wee условиям (1.09). Разность (5) между h(x) и любым другим 
решением, удовлетворяющим всем требованиям, имеет начальные 
значения 1(50) == # (20) = 0. Интегрируя (1.04), мы имеем 


U(y=—[FOVWM+eHlwopyat 


Ux) = — J (a) HU) а ЦО} @ 
(ср. (1.05) и (1.06)). 
Пусть H обозначает наименьшее число, для которого |((2) | < 
<A и |Г(2)|<И при хе[, В]; число Н конечно, поскольку 
(2) и U(x) непрерывны по условию. Последовательная 


1) Если 6 = 00, то это утверждение означает, что «В можно выбрать как 
‘угодно большим»; аналогично для а = — оо. 
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подстановка в правые части. двух последних уравнений дает 
Ге) |, 1 | SARL |2—ay|"/s1, 


где К и Г, определены выше, а $ — произвольное положительное 
целое число. Полагая s—> oo, находим, что функции I(x) и I’ (zx) 
тождественно равны нулю. Этим завершается доказательство тед- 
ремы 1.1. к 

Изложенный метод построения решения уравнения (1.01) на- 
зывзается методом Цикара последовательных приближений, хотя, 
конечно, ничего приближенного в окончательном ответе нет. Обоб- 
щения теоремы 1.1 сформулированы ниже в упр. 1.1 и 1.2. 

1.4. Пусть №: (2) и w2(x) — пара решений уравнения (1.01), 
обладающих тем свойством, что любое другое решение может быть 
записано в виде 

w(x) = Аш; (<) Ви (2), 


где А и В — постоянные. В этом случае говорят, что ш:(2} и 
w(x) образуют фундаментальную пару. Примером могут служить 
решения, удовлетворяющие условиям 


и (20) = 4, Wi (в) =0, (20) = 0, wala) = 1, 


в произвольно выбранной точке 2, интервала (а, 6). Очевидно, 
что в этом случае А = w(x) и В = w’ (xX). 

Теорема 1.2. Пусть функции f(x) и g(x) непрерывны в 
(а, 6), а ш!(2) и шо (<) —- решения уравнения (1.01). Тогда cae- 
дующие три утверждения эквивалентны: 

1) ш; (2) и w(x) образуют фундаментальную пару. 

2) Вронскиан 


W {wy (2), ш» (1)} 


ие обращается в нуль ни в одной внутренней точке интервала 
(а, 6). 

3) Решения w\(z) и we(x) линейно иезависимы, т. е. единст- 
венные постоянные А и В, для которых 


Аш! (2) +Ви(х) = 0° 


W, (2) we (1) — we (x) wy (2) 


тождественно в (a, b), суть A=OuB=0,~ 
Чтобы доказать этот результат, воспользуемся тождеством 


а 
ЗЕ W (Wy (2), We (1)} = — 1(2) 4? {ил (2), и. (2), 
которое можно вывести с помощью  дифференцирования, 


') Однако возможность того, что вронскиан стремится к нулю, когда 2 
приближается к одной из концевых точек а или b, не исключается. 
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используя (1.01). Интегрирование дает 


W {wy (2), о, = Се м, (1.10) 


rye С не зависит or x. Поэтому вронскиан либо равен нулю при 
всех x из (а, 5), либо вообще в нуль не обращается. 

Предположим, что выполнено условие 1). Тогда для любой 
точки Xp из (а, 6) и любых заданных значений и (20) и Ww’ (xp) 
числа А и В можно найти из уравнений 


Aw, (x) + Bu, (хо) = w(2)), Aw; (то) + Bw} (a) = w'(2,). 


Из элементарной алгебры известно, что это возмойно тогда и толь- 
ко тогда, когда выражение Wy (Xp) We (Ty) — We (xy) ил (xp) отлично 
от пуля. Таким образом, из 1) следует 2), и обратно, из 2) выте- 
кает 1). 

Далее, предположим, что выполнено условне 2). Тогда единст- 
венными числами А и В, удовлетворяющими уравнениям 


Aw, (1) + Buy (11) = 0, Aw! (a) + Вил (xp) = 0, 


являются А = В = 0. Поэтому из 2) следует 3). 
Наконец, предположим, что выполняется условие 3) п 
(шт, w2) = 0. Очевидно, что решение 


W(x) == 12 (50)! (2) — (Xo) W2 (т) 


уловлетворяет условиям (1) == ш’(т%) = 0. Следовательно, 
в силу $ 1.3 w(t) = 0, поэтому в силу 3) №! (20) == и2(50) = 0. 
Аналотично, рассматривая решение ws (xy) Wy (1) — wy (xp) ш. (2), 
мы видим, что и (Xp) = we (1,) =0. Снова используя $ 1.3, нахо- 
дим, что ш1 (x) ==0 и wo(x)=0. Однако это противоречит усло- 
вию 3); следовательно, предположение YW’ (wi, 12) =0 неверно. 
'Гаким образом, из 3) следует 2). Этим доказательство завер- 
шается, 

Равенство (1.10) называется тождеством Абеля. Непосредст- 
венным следствием равенства f(z) == 0, т. е. когда в уравнении 
нет членов с первой производной, является утверждение о том, что 
вроискиан любой пары решений есть величина постоянная, 


УПРАЖНЕНИЯ 


1.1. (Теорема существования для неоднородных уравнений.) Показать, 
что теорема 1.1 остается справедливой и в случае, когда правая часть урав- 
нения (1.01) заменяется функцией от 2, непрерывной в (а, 6). 

1.2. Пусть а и 6 конечны или бесконочны; предположим, что функции 
f(x) и g(z) непрерывны в (а, 6), за исключением конечного множества точек 
Х, а |f(z)| и |5(2)| интегрируемы в (а, %). Показать, что ‘существует един- 
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ственная функция w(x) со следующими свойствами в замыкании (а, 6):1) 
w'(x) непрерывна; 2) w(x) непрерывна, исключая точки ze X; 3) w(z) 
Удовлетворяет уравнению (1.10), исключая точки ze X; 4) заданы w(x) и 
№’ (то), где хо — любая точка из замыкания (а, 6), включая множество Х. 


$ 2. Уравнения, содержащие действительный 
или комплексный параметр 


2.1. Многие из дифференциальных уравнений, которым удов- 
летворяют специальные функции, содержат один или несколько 
параметров, и часто бывает необходимо знать, как решения ве- 
дут себя, когда параметры меняются. 

Теорема 2.1. Пусть в уравнении 


a +-f(u, 2) 9. +g(u,z)w=0 (2.01) 


и и т изменяются в ограниченном прямоугольнике В: ши, 
ах хи предположим, что функции f(u, x) и g(u, x) непре- 
рывны в В. Допустим также, что хо — фиксированная точка из 
a, В] и что значения ш и Ow/Ox в ть являются заданными не- 
прерывными функциями и. Тогда решение w и его частные произ- 
водные дш]дх и 0292? непрерывны в В. 

Если, кроме того, Of/du и де[ди непрерывны в В, а значения 
д9ш/ди и 0ш|(дидх) при т = х — непрерывные функции и, то 
дш/ди, 92| (дидх) и 03] (дидх?) непрерывны в В. 

В этом утверждении «непрерывность в В» означает, как обыч- 
но. непрерывность функций одновременно по обеим переменным 
в К. Эта теорема является частным случаем общих результатов 
теории дифференциальных уравнений !). 

Для доказательства мы снова проведем рассуждения, как в 
$ 1.2, имея в виду, что функции h.(x)=h,(u, x) зависят теперь 
от и. Из (1.04) и сформулированных условий непосредственно 
следует, что функции №1 (и, x) и Ohi(u, x)/dx непрерывны в В. 
Положим 


Л, (и, х) =Ки, x) {dh.(u, x)/dx-+ g(u, x)h.(u, х)}, 


и пусть ди и 6х — произвольные приращения и и 2 соответствен- 
по. Из (1.05) имеем 
Oh, (u + би, x + 6х) Ohy (и, 2) 

Ox Ox 


x+6x 


= | UT, (u + du, t) — Hy (в, 0} dt — | Hy, (и -|- би, t)dt -» 


Xy 


+4,(u+8u)—a,(u), (2.02) 


*) Хартман (1970, глава V).- ^ 


184 УРАВНЕНИЯ С РЕГУЛЯРНЫМИ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ . Гл. 5 


Tye а1(и) — заданное значение 0/05 в точке хо. Поскольку f, g, 
hy, Ghi/Ox и a, непрерывны в В, они там автоматически равномер- 
но непрерывны. Поэтому правая часть (2.02) численно меньше 
любого наперед заданного положительного числа &, если только 
оба приращения |би| и }6(х)]} достаточно малы. 

В силу этого производная 0%2/0х непрерывна. To же справед- 
ливо относительно Ay. С помощью аналогичных рассуждений и 
индукции можно убедиться, что функции 0й,/05 и й, непрерывны 
при $ = 3, 4, ... 

В последующей части рассуждений § 1.2 числа Н, К и Г, мож- 
по выбрать не зависящими от и. Следовательно, ряды 


oh oh 
Dress hs), x( att =] 


сходятся равномерно относительно обеих переменных. Поэтому 
соответствующие суммы ш и 0/05 непрерывны в В. Из этого 
результата и диффереюциального уравнения (2.01) следует, что. 
функция 02/05? непрерывна. Этим завершается доказательство 
первой части теоремы. 

Обращаясь ко второй части, мы замечаем, что в силу условий 
функции 0/ди и 0?/(ди dx) ненрерывны, и поэтому в случае 
$ =2 в выражениях (1.05) и (1.06) можно дифференцировать 
под знаком интеграла \). Отсюда, как и при рассмотрении 9й2/0% 
и hy, следует, что функции 0215! (ди dr) и 0й2/ди непрерывны в В. 
Повторение рассуждений показывает, что функции Oh,/du и 
02й./ (ди дх) непрерывны при s = 3, 4, ... Если продифференци- 
ровать выражения (1.05) и (1.06), то в силу аргументов, ана- 
догичных приведенным в $ 1.2, ряды 

ree 2) > (ae es —\ 
ди ди }? ди Ox ди Ox 
сходятся равномерно в К. Поэтому функции dw/du и d’w/ (du dx) 
непрерывны. Что касается функции 03и1(дид2?), то мы просто 
можем сослаться на уравнение, полученное при дифференциро- 
вании (2.01). Доказательство закончено. 

2.2. В случае, когда и — комплексная переменная (2 остает- 
ся действительным), голоморфиость коэффициентов дифференци- 
ального уравнения ‘влечет голоморфность решений при условии, 
что начальные условия также голоморфны. 

Теорема 2.2. Предположим, что 

1) Функции Ки, x) и g(u, x) непрерывны по обеим перемен- 
ным, когда и меняется в области U, а т меняется в компактном 
интервале [a, В]; 


(2.03) 


1) Г. М. Фихтенгольц, Курс дифференциального и интегрального. 
исчисления, т. 2, M., «Наука», 1970, п. 507. 
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2) при любом x из [a, В] функции Ки, т) и g(u, 2) голо- 
морфны по и; 

3) значения ш и Ow/dx в некоторой фиксированной точке то 
из [a, 8] — голоморфные функции и. 

Тогда при любом x & [а, В] решение w(u, x) уравнения (2.01) 
и его первые две частные производные по х являются голоморф- 
ными функциями и. 

Прямое обобщение доказательства первой части теоремы DA: 
оказывает, что Oh.(u, z)/dx и й,(и, х) — непрерывные функции 
и их при всех $. Далее мы применяем теорему 1.1 из главы 2 
к интегралам (1.05) m (1.06). Из пндукции следует, что функции 
Oh, (и, х)/0т и №, (и, x) голоморфны uo и при $ = 4, 2,.... Снова, 
как ив $ 2.1, ряды (2.03) сходятся равномерно относительно и 
и 2 в компактных множествах. Этим устанавливается голоморф- 
пость w и ди/0х. Что касается 62w/dz?, то снова можно сослаться 
на (2.01). 


УПРАЖНЕНИЕ 


2.1. Показать, что первую часть теоремы 2.1 можно обобщить так, чтобы 
начальная точна хо зависела от и, пря условии, что хо и значения № и дш/дх 
в хо являются непрерывными функциями и. 


$ 3. Теоремы существования 
для линейных дифференциальных уравнений; 
комплексные переменные 


3.1. Теорема 3.1 1). Пусть функции [(2) и g(2) голоморф- 
ны в односвязной области 7. Тогда уравнение 


£2 (де +g (ew 0 (3.01) 


имеет бесчисленное множество решений, голоморфных в 7. Если 
значения и и dw/dz заданы в некоторой точке, то решение един- 
ственно. 

Доказательство проводится как в теореме 1.1. Сначала мы 
предполагаем, что Й— это круг [z—al <ги что 2 — точка из 
Z, в которой заданы значения 


ay = w(20), a1 = w' (20). (3.02) 


Последловательность h,(z), s=0, 1, 2, ... определяется как и 
раньше, только 5 заменяется Ha 2, а в качестве путей интегри- 
рования выбираются ‚прямые линии. Предположим, что ze Zi, 
где 7, — замкнутый круг |2—а| <p, ар — любое число, для ко- 
торого |2—а| <р<г. Тогда существуют такие числа Я и К, 


1) Фукс (1866). 
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что 
In@I<H, [M@I<H, 1/98 (|8 К 


при 3 Е Z;. В соответствии с (1.07) имеем 
[пез (2) — №5 (2)|, [esr (2) — hy (2)| HK Lz — 29 9, 


rae Г, = max(2p, 1). Поэтому членами ряда 
оо 


В (=) = р {ты (2) — h, (2)} (3.03) 


являются голоморфные функции; он сходится равномерно BZ; 
и, следовательно, в любом компактном множестве, содержащемся 
в 7, поскольку р можно выбрать как угодно близким к г. Таким 
образом, сумма h(z) голоморфна в 7, и ряд можно почленно диф- 
ференцировать любое число раз. Вследствие этого функция h(z) 
удовлетворяет уравнению (3.01). Единственность устанавливает- 
ся как в $ 1.3 или на основании того, что в силу (3.01) и (3.02) 
все производные решения заданы в точке Zo. 

Чтобы закончить доказательство теоремы 3.1, мы напомним, 
что  — область, любые две точки которой можно соединить ко- 
нечной цепочкой пересекающихся кругов, содержащихся BZ. Мы 
просто применим только что полученный результат к каждому 
из кругов по очереди. Условие, чтобы область Z была оцносвяз- 
ной, необходимо для того, чтобы решение, полученное с помощью 
аналитического продолжения, было однозначным ‘). 

3.2. Определения фундаментальной пары решений, вронскиа- 
на и линейной независимости, так же как и результат, сформу- 
лированный в теореме 1.2, без изменений переносятся в комплекс- 
ную плоскость. 

Ряд (3.03) называется разложением Лиувилля — Неймана для 
решения дифференциального уравнения. Он играет важную роль 
в доказательстве существования, но в численных расчетах пред- 
почтение обычно отдается другим видам разложений, например, 
ряду Тейлора. Пусть г— кратчайшее расстояние от точки 2 == 20 
до особых точек /(2) и #(2) и пусть 


co 


1@=Die—%), 9-Х ав) 


— разложения функций f(z) и g(z) в круге |2—25| < г. Теоре- 
ма 3.1 показывает, что все голоморфные решения уравнения 


1) Соответствующее утверждение называется теоремой о монодромии; 
см, например, А. И. Маркушевич, Теория аналитических функций, 
т. 2, М., «Наука», 1968, гл. 8, $ 5. 
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{3.01) разлагаются в ряды вида 


оо 
м 8 
№ (2) = x, а, (2 — %)°, (3.04) 
c= 

также сходящиеся в |z—2o| <r. Подставляя это выражение в 
(3.01) и приравнивая коэффициенты, мы находим, что dp и ay 
можно задавать произвольно (как мы и ожидали); коэффициенты 
с бблыпими номерами определяются из рекуррентных соотно- 
шений 


—s(s—1)a,== (5—1) да, (3—2) ла, о... +he-2 i 
а.о а.-з--...-Е 3,2 40 ($>2). 


3.3. Рассмотрим снова случай, когда дифференциальное урав- 
пение содержит параметр. 
Teopema 3.2. Предположим, что в уравнении 


dw dw ts 
ae tiwaa+suaw=0 (3.05) 


и и 2 изменяются в фиксированных, но не обязательно ограни- 
ченных областях Ц и Z комплексных плоскостей, и 

4) Г(и, 2) и g(u, 2)— непрерывные функции обеих пере- 
менных; 

2) Т(и, =) и g(u, =) голоморфиые функции 2 при любом и; 

3) f(u, 2) и glu, =) — голоморфиые функции и при любых 2; 

4) значения ш и dw/dz в фиксированной точке ЕЙ явля- 
ются голоморфными функциями и. 

Тогда в любой точке z области Z решение w(u, 2) уравнения 
(3.04) ш его первые две частные производные по 2 являются го- 
ломорфными функциями и. 

Этот результат может быть доказан следующим образом с по- 
мощью теоремы 2.2. Начальная точка Zp соединяется с 2 путем 
Ff, лежащим BZ и имеющим уравнение вида & == (т), где #— 
текущая точка пути, а т — дуговой параметр. На пути функция 
W является комплексной функцией действительной переменной т 
и удовлетворяет уравнению 


ae Ca iG (т) f{u, £(t)} — oe om + {’ @)} Е (и, (п) w= 0. 


v(t) | dt 
(3.06) 


Предположим теперь, что 9 можно выбрать так, чтобы a) функ- 
ция #’(т) была непрерывной, 6) Г(т) не обращалась в нуль. 
Тогда коэффициенты перед dw/dt и шв (3.06) непрерывны; по- 
этому из теоремы 2.2 следует, что каждая из трех функций 


dw dw 420 dw dw 
vw Bar’, ИО 
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голоморфна по ш во всех точках Я, включая, в частности, точку 
{= 2. 

Условия a) и 6), конечно, вынолняются, когда Я — прямая 
линия. Но в любом случае можно всегда выбрать Я состоящим 
из конечной цепочки прямолинейных отрезков. На каждом от- 
резке № удовлетворяет уравнению зида (3.06). В начале каждого 
отрезка значения функций ш и {t’(t)}~'dw/dt — те же самые, 
что и в конце предыдущего отрезка, и поэтому они голоморфны 
по и!). Применение теоремы 2.2 поочередно к каждому отрезку 
доказывает теорему 3.2. 

Другой путь для завершения доказательства предложен ниже 
в упр. 3.4. 

3.4. Условия a) и 6) из $ 3.3 требуют от дуги F более, чем 
регулярности, так как в этом случае нужно было бы заменить 
a) на условие «функция #(т) непрерывна» (ср. главу 1. $ 11.5). 
Мы будем называть пути, удовлетворяющие а) и 6), В›-дугами. 
Регулярные дугп будут называться А1-дугами. Аналогичным o6- 
разом путь, на котором все производные #(т) непрерывны и # (т) 
не обращается в нуль, называется В.„-дугой. Все пути, обычно 
используемые в теории функций комплексной переменной и со- 
стоящие из прямолинейных отрезков, дуг окружностей, отрезков 
парабол и т. д., являются цепочками А..-дуг, и, тем более, В›-дуг. 


УПРАЖНЕНИЯ 


3.1. Показать, что уравнение (chz)w” + w = 0 имеет фундаментальную 
пару решений, разлагающихся в ряды Маклорена вида 


ав oe Е. ee ай 
Ри рН. ИТ чб" Fo 


и нроверить коэффициенты с помощью вронскиана. 
Каков радиус сходимости каждого из рядов? 
3.2. Показать, что в 2-плоскости дифференциальное уравнение Вебера 


2 1 

вы (+ 2a\é 
422 

имеет независимые репения 


© 
28 


ee WV 22 = geet 
a a Gar” Хы ОР 


где ао = a, == 1, а = аз =аи 


O49 4a, +19 а, (s > 2). 


1) Однако значения dw/dt в точках соединения отличаются. 
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Показать также, что 


где всюду выбирается либо верхний. либо нижний знак. 

3.3. Пусть, в обозначениях $ 3.2, Ри С — максимумы модулей соответ- 
ственно /(2) и g(z) на окружности |2 — 25| = р, где р — любое число. мень- 
uree г. Пусть число К больше F и Ср. С помощью формулы Коши и индукциц 
проверить, что |аз| < bs, s = 0, 41, 2,..., где В, = |ас|, 61 = lai] и 


s(s— 1), = К{$6,-1-|- ($ — 1) bs-2p7! + (s — 2) 6,307... Вор", 
когда $ > 2. Вывести также соотношение Е 
5(s— 1) bs — (s — 1) (3 — 2)6,-р-' = Ksbe_y (s > 3) 
и па его основе прямым вычислением доказать, что радиус сходимости ряда 
(3.04) не меньше г!). 


3.4. Показать, что любые две точки области можно соединить простой 
Вэ-дугой, лежащей в области. 


$ 4. Классификация особых точек; свойства решений 
в окрестноети регулярной особой точки 


4.1. Если функции f(z) и g(z) аналитичны в точке 2 = 2, то 
она называется обыкновенной точкой дифференциального ураь- 
нения 


daw ‚` dw 
ae 1 a 


+ g(z)w=0. (4.01) 


Если 3 == Zp He является обыкновенной точкой, не функипи 
(=— 25)/(2) и (2— 20)? (2} в ней аналитичны, то 20 называется 
регулярной особой точкой или особой точкой первого рода. 

Наконец, если 2 не является ни обыкновенной, ни регуляр- 
ной особой точкой, то она называется иррегулярной особой точ- 
кой или 0с0бой точкой второго рода. Если особенности f(z) и 
g(Z) в точке 20 не сильнее полюсов, TO 20 называется особой точ- 
кой ранга 1—1, где [ — наименьшее целое число, для которого 
функции (2—20)'/(2) и (2—z0)"g(z) аналитичны. Таким образом, 


1) Эта процедура является методом Коши доказательства существования 
решения. 
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регулярная особая точка имеет ранг, равный нулю. Если хотя бы 
одна из функций f(z) или g(z) имеет в 2% существенно особую 
точку, то говорят, что ранг равен бесконечности. 

В § 3 мы показали, что в окрестности обыкновенной точки 
дифференциальное уравнение имеет линейно независимую пару 
голоморфных решений. В этом параграфе и в $ 5 мы построим 
в окрестности регулярной особой точки решения в виде сходящих- 
ся рядов. Для иррогулярных особых точек такого построения в 
общем случае сделать нельзя; исследование этого более сложного 
случая мы отложим до глав 6 и 7. 

4.2. Без потери общности можно считать, что регулярная oco- 
бая точка находится в начале координат. В соответствии с этим 
мы предположим, что в окрестности |2| < г существуют сходящи- 
CCA ряды 


2/(2) = \ fe, 2e(2)= У g,2°, (4.02) 
0 s=0 


= 


где хотя бы один из коэффициентов fy. go и gy отличен OT нуля. 
Мы можем ожидать, что решения имеют вид, который полу- 

чается, если заменить f(z) и &(2) главными членами разложений 

(4.02); таким образом, 

3 fa de 
-+- =— 


be z dz 


Точными решениями этого уравнения служат функции w= 2“, 
где © — корень квадратного уравнения 


a(a—1)+ fox + во = 0. (4.03) 
Поэтому в качестве возможных решений уравнения (4.01) мы 
зыберем ряды 


(2) =: (4.04) 


в которых @ является корнем определяющего уравненил (4.03). 
Два возможных значения % называют показателями особой точки. 
Подставляя (4.02) и (4.04) в дифференциальное уравнение и фор- 
мально приравнивая коэффициенты при 2***-?, получаем 

8—1 


О(&- за, = 2%, te Руа, да, (8 =1, 2,.-.), (4.05) 


rye через O(a) обозначена левая часть уравнения (4.03). Урав- 
нение (4.05) рекуррентно определяет ал, 4», ... в терминах про- 
извольно заданного (ненулевого) значения do. Этот метод неэф- 
фективен тогда и только тогда, когда О(&-- 5) обращается в вуль 
‚при некотором положительном целом значении 5. 
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Поэтому, если корни определяющего уравнения различны и их 
разность пе равна целому числу, можно проверить, что два ряда 
зида (4.04) формально удовлетворяют дифференциальному урав- 
нению. В других случаях существует лишь одно решение такого 
тина, если только правая часть (4.05) не обращается в нуль при 
том же самом положительном пелом значении $, при котором 
О(а&- $) = 0. 

4.3. Теорема 4.1 '). В обозначениях и при условиях $ 4.2 
ряд (4.04) стодится и определяет в круге |z| < г решение диф- 
Фференциального уравнения (4.01), если другой показатель имеет 
вид, отличный от &-[ $, где з — положительное целое число. 

Пусть р — любое число, меньшее г, а число К больше, чем 


тах |2/(2)|, max | 2? (2) |. 
l21=0 Ir l=o 


Тогда из формулы Коши вытекают следующие неравенства для 
коэффициентов рядов (4.02): 


|751 = Кр-*, [8.| < Kp’. 


Обозначим через В второй показатель и пусть п == [|a— 8]. 
Определим 6, равенством 6, = |a,| при $ =0, 4, ..., м и усло- 
вием 

sot 


s(s—la—B|)b,=K X (lal + 06 * (4.06) 
Fes. 


при $>п-1. Ho индукции, используя (4.05) и тождество 
O(a+s)=s(s - а— В), можно проверить, что |а,| < 6.. 

Если в (4.06) заменить $ на $ — 1 и вычесть полученное урав- 
нение из (4.06), то можно убедиться, что мажорпрующие коэф- 
фициенты 6, также удовлетворяют более простому рекуррентному 
соотношению 


68(8— |a— 81) 6. — (8—1) (8—1 — [а — Bl) 
=K(jal+s)b-1 (521-22). 


Деля обе части равенства на 526, и полагая s—> со, мы находим, 
что 


6.16, > p, 


а это и означает, что радиус сходимости ряда Х6.2°’ равен р. Позэ- 
тому в силу признака сравнения радиус сходимости ряда (4.04) 
не меньше р. А поскольку р можно выбрать как угодно близко 
к г, то этот радиус сходимости не меньше г. Хорошо известные 
свойства стененных рядов указывают на то, что подстановка и 


1) Фробениус (1873). Сравните доказательство с методом Коши, наме- 
ченным в упр. 3.3. 
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почленное дифференцирование, использованные в $ 4.2, имеют 
оправдание, и поэтому ряд (4.04) является решением уравнения 
(4.01) при |2| < г. Доказательство закончено. 

Если « — неотрицательное целое число, то решение с показа- 
телем a аналитично в 2 == 0. Когда a — отрицательное целое чис- 
ло, решение имеет полюс, а когда и — пецелое число — точку вет- 
вления. Если разность показателей не равна целому числу, то 
снова можно дважды применить теорему, и полученные решения 
образуют фундаментальную пару, причем по крайней мере одно 
из решений имеет точку ветвления в особой точке. 


УПРАЖНЕНИЕ 


4.1. Найти в виде рядов независимые решения уравнения 
3 
22 (2—1) w” (>. 1) + (2 ~ 1) w = 0: 


4) в oxpectaocru 2 = 0, 2) в окрестности 2 = 1. 


$ 5. Второе решение в случае, когда разность показателей 
равна целому числу или пулю 


5.1. Предположим, что a и В — корни определяющего урав- 
нения (4.03) и о — В =n, где п — положительное целое число 
или нуль. 

"Теорема 4.1 дает решение 


< 


w, (2) = 2” х И (5.01) 


Чтобы пайти второе независимое решение, мы используем 
стандартную подстановку, приводящую к понижению порядка 
дифференциального уравнения, если одно решение известно: 


и (2) = и (2)0(2). 
Тогда 


wy (2) 


ое so 


Рассматривая это выражение как дифференциальное уравнение 
первого порядка относительно 9’(2) и используя (1.02), мы по- 


и 
лучаем Зы lee Е Е fi@ 4: dz. 
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> 5.2. Каковы свойства решения we(z) == wi(z)v(z) в окрест- 
ности точки 2 == 0? Из (4.02) и (5.01) вытекает, что 


exp fg lnz—fy2 — = 2 \; 


а из (4.03) — равенство д = 1—a—f=1-+n— 2a. Следова- 


тельно, 


{412 
где функция ф(2) аналитична в точке z=, Пусть ряд Макло- 
pena для $ф(2) имеет вид 


© 


и s 
x @sz, 
s=0 


Ф(2 


где коэффициенты ф, выражаются через а, m ]{.; в частности, 
о 

Фо = 1/40. Интегрируя =-"-'ф(=) и умножая результат на и! (2), 

мы получаем 


ni 


V8, | % тг" 
sw, (2) = w, (2)}— Хоф Inz+ 
20 (W— 8) 2 s=n+t 
(5.02) 
Если n= 0, т. е. показатели совпадают, то (5.02) имеет вид 
о 
и, (2) = Фиш (2) Inz + НУ b,2°. (5.03) 
s=0 


Так как Фо He равняется нулю, функция w2(z) имеет в особой 
точке логарифмическую точку ветвления и 


we(z) ~ (2° п z) /ao (2—0). 
Если же п — положительное целое число, то (5.02) принимает 
вид 


и, (2) = Фиш (2) Inz + 2° x Bes (5.04) 


s—0 
Свободный член в последней сумме определяется равенством 
Co == —~Aotpo/n == —4/ (nao) 
и всегда отличен от нуля. Таким образом, 
из (=) ~ —2*/ (nao) (2—0). 
43 Ф. Олвер 
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Может случиться, что ф, = 0, и в этом случае слагаемое с ло- 
гарифмом в (5.04) отсутствует '). 

Поскольку единственными возможными особыми точками ре- 
шений ш1(2) и и2(=) являются особые точки функций f(z) и 
g(z), радиус сходимости рядов (5.03) и (5.04) не меньше, чем 
расстояние от начала координат до ближайшей особой точки 
функций 2f(z) и 278 (2). 

Поеле того как вид второго решения выяснен, не имеет смыс- 
ла использовать описанный выше метод для вычисления коэффи- 
циентов. В общем случае легче подставить (5.03) и (5.04) прямо 
в первоначальное дифференциальное уравнение и приравнять 
коэффициенты. Поскольку второе решение определено с точ- 
ностью до произвольного постоянного множителя, в случае п>0 
значение со может быть выбрано произвольно. В этом случае Gn 
определяется автоматически. 

5.3. Если коэффициенты в дифференциальном уравнении яв- 
ляются функциями параметра и, а разность показателей особой 
точки равна целому числу или нулю для критического значения 
Up параметра и, то другой способ построения ряда для второго 
решения при и = Up состоит в определении предельного значе- 
ния отношения 


{w2(u, 2) — ш(и, 2)}/(u — в). (5.05) 


Здесь и (и, 2) и 12(и, 2) — решения, полученные методом $ 4, 
которые линейно независимы при Uy Uo и совпадают при и = 
= Uo. Для действительных переменных нереход к пределу можно 
обосновать следующим образом. 
Положим 
Ф(и, 2) = и» (и, 2) — ил (и, x). 


При условиях теоремы 2.1 величина [д$(и, х)/ди]„-„ существу- 
ет и равна предельному значению выражения (5.05) при и == uo. 
Дифференцирование первоначального дифференциального уравне- 
ния (2.01) по и дает 


9°ф of ag ae og дф ‘i 
pia + Gu oe Tl gute Fou РЕ ay =0. (5.06) 


Если выполнены условия теоремы 2.1, то все частные производ- 
ные, имеющиеся в этом уравнении, — непрерывные функции обе- 
их переменных. Поскольку это верно и для 0?и/052, то 

Hp _ 9 ep # 

дидх ~~ dxdu’ “Ouda® ~ Oatau” 


Пусть и- uo. По предположению, функции ф(и, 2) и Ip(u, x) [0х 


1) Это имеет место в ситуации, упомянутой в заключительном пред- 
ложении $ 4.2. 
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обращаются в нуль. Поэтому (5.06) превращается в (2.01), где 
w = [09/du]..-u,. Этим наше утверждение доказано. 

На комплексные значения 2 решения в виде рядов, получен- 
пые для действительной переменной, обобщаются с помощью ана- 
литического продолжения. 

Этот метод принадлежит Фробеннусу (1873). В случае приме- 
пимости он дает самый простой способ вычисления ряда для вто- 
рого решения. Примеры будут приведены позднее в этой главе и 
в главе 7. 


УПРАЯШЕНИЕ 


5.1. Показать, что впутри единичного круга уравнение 2(2 — 4) wl 
р г. 
+ (22 — фи’ я w =0 пмеет независимые решения 


5 co oo 
Dees ($ oe] 02--4 У, (aps + 1) — p(s + 1} @,2°, 
s=0 s=0 $=1 

где ф — логарифмическая производная гамма-функции и в 


as = 12.32... (2s — 1)?/{2?.42.., (25)?} [Уиттекер и Ватсон, 1963]. 


$ 6. Большие значения независимой переменной 


6.1. Чтобы рассмотреть решения в окрестности бесконечно уда- 
ленной точки, мы сделаем преобразование 2 = 1/4. Уравнение 
(4.01) примет вид 


а? dw 
Ge Р-р +9 


(6.01) 


rye 


py=2—41(4) 99-187) 


Особая точка уравнения (4.01) при 2 == oo классифицируется 
согласно виду особой точки уравнения (6.01) при ё = 0. 

Таким образом, бесконечно удаленная точка является обыкно- 
венной для (4.01), если p(t) и g(t) аналитичиы при t == 0, т. е. 
если 25—27? [(2) и 2'6(2) аналитичпы в бесконечно удаленной 
точке. В этом случае все аналитические решения могут быть раз- 
ложены в ряды вида 


которые сходятся при достаточна больших 2. 
Далее, бесконечно удаленная точка является регулярной осо- 
бой точкой для (4.01), если (РГ) и Г? (Г!) аналитичны при 


13* 
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== 0, т. с. если f(z) и 8(2) разлагаются в ряды вида 
Nf NS 8 
4 о 1 8 
9. O- pS 


когда значение |z| велико. В этом случае существует по крайней 
мере одно решение вида 


а 
В 


“ 


wiZ=+t У 


ы 


Число a здесь также называется показателем решения или 0со- 
бой точки. Оно ‘удовлетворяет уравнению 

a(a%+1) — 80 = 0 
(ср. (4.03) и (4.04)). 

Наконец, если хотя бы одна из функций 2[(2) и 228(2) cun- 
гулярна в бесконечно удаленной точке, то 2 = со является ир- 
регулярной особой точкой дифференциального уравнения. Ранг 
равен т-|-1, The т — такое паименьшее неотрицательное целое 
число, что функции 2`”]{(2) и 2-2”8 (2) аналитичны па бесконеч- 
ности. 


УПРАЖНЕНИЯ 
6.1. Каков вид особенности в бесконечно удаленной точке для уравнений 
{22 1)” = ии, w” +(sinz)w’ + (cosz)w = 0, 


a {ety Ghtetne=0 


dz 


Вычислить показатели или ранг. 
6.2. Построить независимые решения в виде рядов для уравнения 
(1 — 2?) w” — 22’ + 120 = 0, справедливые вне единичного круга. 


$ 7. Чиеленно удовлетворительные решения 


7.1. В$ 1.4 мы видели, что всо дважды непрерывно дифферен- 
цируемые решения однородного линейного дифференциального 
уравнения второго порядка можно записать в виде линейной ком- 
бинации фундаментальной пары решений. Однако в приложениях 
фундаментальная пара решений может не определять все другие 
решения адекватным образом. Рассмотрим, например, уравнение 


42/42? = w. 
Оно имеет общее решение 
w = Ae? + Be, (7.01) 


где А и В— произвольные постоянные. Другое представление 
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дается формулой 
w==Achz+Bshz. (7.02) 


Если у нас имеются таблицы функций e? и e~* с некоторым чис- 
лом значащих цифр, то мы можем вычислить выражение (7.01) 
почтн с одинаковой точностью для всех значений А и В. Такая 
точность, однако, может не получиться, если вместо указанных 
таблиц мы используем аналогичные таблицы для chz и $12. Если 
числа A и —В равны или очень близки друг к другу, то имеет 
место сильное взаимное сокращение между членами правой части 
(7.02) при больших положительных значениях Rez. Аналогичное 
явление происходит и в случае, когда А и В равны, а значения 
Rez припимают большие по модулю отрицательные значения. 

По этой причние функции e7 u e* пазываются численно удов- 
летворительной') парой решений в окрестности бесконечио уда- 
ленной точки. Пара chz и shz не является численно удовлетво- 
рительной в этой области, несмотря на то, что эти функции ли- 
нейно независимы. 

7.2. В предыдущем примере бесконечно удаленнал точка была 
иррегулярной особой точкой дифференциального уравнения. Ана- 
логичные рассуждения применимы и к регулярным особым точкам. 
Действительно, легко впдеть, что в окрестности регулярной осо- 
бой точки одним из элемеитов численно удовлетворительной пары 
решений должно быть решение, построенное методами §§ 4—6, 
исходя из показателя с наибольшей действительной частью, или, 
в случае равных показателей, не содержащее в своем разложении 
логарифмического члена. Это решение, которое определено © точ- 
ностью до произвольного постоянного множителя, называется 
побчиненным в особой точке. Любое решение, которое линейно 
независимо с подчиненным, называется доминирующим в особой. 
точке, поскольку его отношение к подчиненному решению стре- 
мится к бесконечности, когда аргумент приближается к особой 
точке. 

Газличие между годчиненностью и доминантностыю важно 
также при описании решений дифференциальных уравнений. 
Если x и В — показатели в конечной особой точке 20 и Rea > 
> Re §, то ясно, что условие 


ш ~ (2—50)* (2 20) (7.03) 


определяет решение однозначно. С другой стороны, существует 
бесконечное число решений, удовлетворяющих условию 


w ~ (2 — 2)* (2-> 2), 


') Дж. К. П. Мвллер (1950). , 
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так как добавление произвольного кратного подчиненного реше- 
ния не изменяет общего асимптотического поведения. 

Аналогично, если & = В, то условие (7.03) снова определяет 
W единственным образом, в отличие от условия 


w ~ (2 — 2)*In(z — 20) {Z—> 20); 


сравните (5.03). 

Один из случаев, исключенных из предыдущего рассмотрения, 
имеет место, когда © == 8, но Веа = Це}. Ни решение в виде 
ряда, построенпое исходя из A, ни построенное исходя из В, не 
доминирует над другим, и два ретения образуют численно удов- 
летворительную пару решений в окрестности точки Zo. 

Аналогичное рассмотрение можно провести и тогда, когда 
особая точка находится на бесконечности. 

7.3. Подчиненность и доминантность связаны с рассматривае- 
мой особой точкой. Решение, подчиненное в одной особой точке, 
может оказаться доминирующим в других; в действительности так 
обычно и бывает. 

В области, содержащей две регулярные особые точки 21 и 22, 
численно удовлетворительная пара решений состоит из решения, 
подчиненного в 2, и доминирующего в 22, и решения, подчинен- 
Horo в 22 и доминирующего в 21. Если же одно и то же регие- 
ние является подчиненным в 2; ив 22, то для него в качестве 
второго элемента пары можно взять любое независимое решение, 
поскольку оно обязательно будет доминирующим в точках 
21 и Zo. 

В области, содержащей п регулярных особых точек, как пра- 
вило, невозможно выбрать единственную пару решений, которая 
была бы численно удовлетворительной во всей области. В общем 
случае существует п подчиненных решений, и требуется деталь- 
ная информация о каждом из них для того, чтобы иметь удов- 
летворительную OCHOBY для построения всех возможных решений 
дифференциального уравнения. 


‚$ 8. Гипергеометрическое уравнение 


8.1. Дифференциальное уравнение 
21—29 4 {c—(atb+1))2—abw=0, (8.01) 


в котором а, b и с— действительные или комплексные парамет- 
ры, называется гипергеометрическим уравнением. Его особыми 
точками являются 0, 1 и со; легко видеть, что каждая из них 
регулярна и соответствующие пары показателей имеют вид 
(0, 1—с), (0,c—a—b) и (а, 6) соответственно. - --- 
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Важность уравнения (8.01) вытекает, в частности, из следую- 
щей теоремы, доказательству которой посвящен этот параграф '). 
Теорема 8.1. Любое однородное линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка, особые точки которого, включая бес- 
конечно удаленную, регулярны, причем UX число не превосто- 
дит трех, может быть преобразовано в гипергеометрическое урас- 
нение. 
8.2. Сначала мы построим уравнение второго порядка 
2, 
fF +1) + ew =0, 


dz? 


имеющее регулярные особые точки в заданных различных конеч- 
ных точках E, Чи € с произвольно заданными парами показате- 
лей (ол, &2), (В, В2) и (1, 12) соответетвенно?). 

Поскольку единственными возможными особыми точками 
(включая бесконечно удаленную) функций f(z) и g(z) являются 
полюсы, эти функции рациональны 3). Поэтому 

F (5) 6 (2) 
19 = суете -0’ §O)= GHEE” 


rye F(z) и С (2) — многочлены. Если бесконечность является обыч- 
ной точкой, TO, как мы видели в $ 6, функции 28— 221 (2) и 
z'g(z) должны быть в ней аналитичны. В силу этого функции 
F(z) и С(2)— квадратичны, а коэффициент перед 2? в первой 
из них равен 2. Таким образом, 


= Е+ 
и 
(@—8)(e— — бе 
rye 
A+B+iC=2. (8.02) 


Чтобы выразить постоянные А, В, С, О, E и F через задан- 
ные показатели, мы обратимся сначала к определяющему уравне- 
нию для &, а именно: 


© (& — 1) -- Ая + Р($ — 1)-1(&— 6) = 0, 


откуда 
A=1—a,—a@, D= (Е — 1) (Е— 6) 0102. 


1) Ср. также упр. 8.1 и 8.2. 

2) При этом автоматически рассматриваются и уравнения с менее чем 
тремя особыми точками, которые соответствуют тому, что мы выбираем зна- 
чения (0, 1) для одной или более пары показателей. 

3) См., например, А. И. Маркушевич, Теория аналитических функ- 
ций, т. 2, М., «Наука», 1968, ra. 7, $ 3. 
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Аналогично, 


B=1—Bi—B, E= (n—§)(n—E)Biby 
C=1—-1— ye, Р= ($—8)(E—n)yt2 

В силу условия (8.02) шесть показателей нельзя выбрать неза- 

висимыми; они удовлетворяют соотношению 


си Е аз -b Ви + Ва + Yi -Е 42 = 1. (8.03) 

Искомое дифференциальное уравнение принимает теперь вид 
@w , [1—a,— 4% 1 — В: — Вы 4 а - — yo \ dw 
= + z—y 2—6 4: 


as 


f ims 


В) С 
(Е—) (и — OE — 
(5—93-12-9 


w=0. (3.04) 


Это уравнение газывается уравнением Мапперитца или Римана. 
В обозначениях Римана уравнение (8.04) можно записать как 


an 


Руа: Bow zy 
la, By Vs J 
Особые точки указаны в верхней строке; порядок их расноложе- 
пия не существен. Под ними расположены столбцы соответству- 
ющих показателей, причем порядок в каждой паре также не име- 
eT значения. 
Тем же самым методом легко проверить, что явная форма 
уравнения A 


w= 


Eo ¢ 
АЕ 5 в м2), 
се, Be Ve 
т. е. дифференциальное уравнение, имеющее регулярные особые 3 
точки в Е, Си на бесконечности, записывается как 
Pw , (1-a—% , 1-1 \ dv 
dz? ' 2—é ‘ 2—6 dz ' 


21%» (5 — ©) нь 5 т 
р ро 09 
если снова выполнено условие (8.03). Легко видеть, уравнение 
(8.05) является предельной формой (8.04) при n— oo. 

8.3. Теперь мы преобразуем уравнение (8.04), взяв новые пе- 
ременные 


(5—1) (2— &) ива, и 
ао (8.06) 
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Первое из этих соотношеннй определяет дробно-линейное преоб- 
разование, которое взаимнб однозначно отображает 2-плоскость 
на 1-плоскость. 

Дифференциальное уравнение в переменных W nt также име- 
ет второй порядок и линейно. Его особыми точками служат те, 
которые соответствуют 2 ==, Пи б, т. е. b= 0, co н 1 соответ- 
ственно. Из $ 6.1 следует, что эти новые особые точки регулярны 
(или, возможно, являются обыкновенными точками), а из второго 
соотношения в (8.06) вытекает, что новые пары показателей име- 
ют вид 


(0, аг— о), (В-Ноа-Еуа, Bateiryi), (0, 12—11) 


соответственно. Рассуждения $ 8.2 показывают, что диффереици- 
альное уравнение однозначно определяется указанием особых 
точек п значений (пяти) показателей. Следовательно, исходя 
из (8.05), мы можем сразу написать повое уравнение 

aw , plese a , t-% = aw + 
ae! t у 1—1 dt 


4+6,+y або, Е 
4 (a + By Seo By Ру) Ww—0. (8.07) 


В силу (8.03) это ypasuenne имеет вид (8.01), где 
а=о НИ, = -- В \ь c=1+a1— a. 


Проведенное исследование включает и случай трех конечных 
особых точек. Аналогичным образом дифференциальное уравне- 
ние (8.05) можно преобразовать в (8.07) и, следовательно, 
в (8.01). Этим завершается доказательство теоремы 8.1. 


УПРАЖНЕПИЯ 


8.1. Показать, что не существует однородных дифференциальных уравнс- 
ний второго порядка, не имеющих ни одной особой точки. 

8.2. Показать, что любое однородное дифференциальное уравнение вто- 
рого порядка, не имеющее иррегулярных особых точек п содержащее одну 
или две регулярные особые точки, может быть решено в замкнутом виде и 
выражено через элементарные функции. 

8.3. Доказать, что если В + В» + Yi + 42 = 1/2, то 


0 of 
| Bis 2 eae 

Р i ИЕ р vi 28 1 =) | Puan, 1857]. 
ls By Ye Ye 2Be 1 


8.4. Показать, что самое общее однородное линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка, имеющее регулярные особые точки в различных 
точках §), 62... п и не имеющее других особых точек, записывается в виде. 


© i—a,—B, | Be ^, 
г. +|х = fe > gate t Dace} eo. 
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где постоянные &,, В; и As удовлетворяют условиям 
Di(%, +B) =2—2, 
DA, =D Es + а,в,) = У (4083 --2а,В,Е,) =O. [Клойн, 1894]. 


Суммирование всюду ведется от $ = 1 до $ = пм. 


$ 9. Гипергеометрическая функция 


9.1. Решения в виде рядов уравнения (8.01), справедливые 
в окрестностях точек 2 = 0, 1 или со, можно построить прямым 
ирименением методов $$ 4—6. В частности, оказывается, что ре- 
пение, соответствующее показателю 0 в 2 =0 и принимающее 
значение 1 при 2 = 0, имеет вид 


Е(а, 6; с; 2) = 


¥ a(a+1)...(a+s—1)b(b+1)...(o+s—1) 28 


e{e+ 1)... (e+s—1) s! (9.01) 


s=0 


при условии, что с не равно нулю или отрицательному целому 
числу. Этот ряд, очевидно, сходится при |2| < 1, как мы и ожида- 
ли, и называется гипергеометрическим рядом. Его сумма 
F(a, 6; с; 2) называется гипергеометрической функцией. 

Обозначение F(a, 6; с; 2) является стандартным для главного 
решения гипергеометрического уравнения, но удобнее излагать 
последующие результаты в терминах функции 


F(a, 6; с; 2) = F(a, 6; с; <) Т (с), (9.02) 


поскольку это приводит к меньшим ограничениям и более про- 
стым формулам. Ббльшая часть результатов будет переформули- 
рована для функции К. Из (9.01) и (9.02) имеем 3 


% (a), (5), 
Расе 2 
мг) 


(|211), (9.03) 


где для краткости мы использовали обозначения Похгаммера 
(а). =1и 


_ (а). = а(а- 1) (a2)... (а48-—  (8=42,...). (904) 


В отличие от F(a, 6; с; 2), функция F(a, 6; с; 2) существует 
и удовлетворяет уравнению (8.01) при всех значениях а, b u с; 
используя (9.03), легко проверить, что когда п — положительное 
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целое число пли нуль, 
F(a, 6; —п; 2) = 
== (а) „+1 (6) „а2” Е (а-п--4, b+n44; п-2; 2) = 
== (4) +1 (6) ni 2" (а-п-НА, b+n-+1; n+2; 2)/(в--1)!. (9.05) 


Следовательно, при этих исключительных значениях функция 
F(a, 6; с; =) соответствует показателю 1—c, a не 0. 

Вне круга |2| < 1 функция F(a, 6; с; 2) определяется с по- 
мощью аналитического продолжения. Результаты $$ 4—6 пока- 
зывают, что если 2-плоскость разрезана вдоль действительной оси 
от 1 до +00, то особенностями функции Е (а, 6; с; 2) могут быть 
лишь точки ветвления (или полюсы) при 2 = {ut о. Разрез 
выделяет главную ветвь F(a, b; с; 2). Другие ветви получаются 
в результате аналитического продолжения через разрез; для них 
2 = 0 является в общем случае особой точкой. 

9.2. Мы можем рассматривать F(a, 6; с; 2) п как функцию 
а, b или с. 

Теорема 9.1. Если значение 3 фиксировано и не равно 0, 1 
или oo, то любая ветвь F(a, 6; с; 2) является целой функцией 
каждого из параметров а, 6 и с. 

Для главной ветви при || < 1 этот результат проверяется 
исходя из определения (9.03): существование мажорирующего 
ряда показывает, что ряд сходится равномерно в любой ограни- 
ченной области изменения комплексных значений а, b и с. Обоб- 
щение на |2| > 1 и другие ветви производится непосредственно 
с помощью теоремы 3.2; любая точка из единичного круга, отлич- 
ная от начала координат, может быть выбрана в качестве 50 в ус- 
ловии 4) этой теоремы. Точки 2 == 0, 1 и OO искиючаются в фор- 
тЫ окончательного результата, поскольку функция 

F(a, 6; с; 2) может в них не существовать '). 

9.3. Многие хорошо известные функции выражаются через 
типергеометрическую функцию. Например, главная ветвь (1—2) 
является также главной ветвью F(a, 1; 1; 2). Другие примеры 
приведены ниже в упр. 9.1, 9.2 и 10.4. 

Частный случай при а=1 функции (1—2)-", приводящий 


к равенству р 
АН -+... = (1, 1; 1; 2), 


указывает на происхождение названия гипергеометрическая. 
9.4. Интегральное представление для F(a, 6; с; &) можно най- 
ти с помощью интеграла для бета-функции из главы 2, $ 1.6. 
Предположим, что 
Вес > Reb >> 0, fal =. (9.06) 


1) Для главной ветви точку 2 ==0 можно не исключать, так как 
F(a, 6, с; 0) = 1/Г(с). 
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Используя символы Похгаммера (9.04), имеем 


1 Ул, P(b+s) _ 


F (a, 6; с; 2) = 


Г (6) ‘tal: st Tie+s) — 
ay 1 
4 а (а), 


8—1 c—b—1 
are a ft и-ое чм (9.07) 
8=0 0 
где для t**-! y (1—1)°?-! берутся главные ветви. 
Так как |2| <1, мажорантная оценка показывает, что ряд 
$ (2), spe ae 
> пер р (9.08) 


= 


сходится равномерно в любом компактном {-интервале, содержа- 
щемся в (0, 1). Используя условия (9.06) и вспоминая теоре- 
му 8.1 из главы 2, мы видим, что в (9.07) можно поменять поря- 
док интегрирования и дифференцирования '). Это приводит к ис- 
комому результату 


A ба — 20° (909) 


Té)re—s) , 
0 


F (a, 6; ¢; 2) = 


Равенство (9.09) (полученное Эйлером), было установлено 
в иредположении, что |2| < 1. Но интеграл в правой части как 
функция 2 сходится равномерно в любой компактной области, 
He содержащей точек интервала [1, со). Следовательно, при Rec> 
> Веб >> 0 интеграл (9.09) дает главное значение F(a, 6; с; 2) 
всюду, исключая точки разреза 1 < : < со. Все стененные фупк- 
ции в подынтегральном выражении имеют главные значения. 

С помощью дальнейшего аналитического продолжения пегко 
убедиться, что точки разреза можно включить в область справед- 
ливости представления (9.09), если Веа < 1, но не в других 
случаях. 

9.5. Чему равна сумма геомотрического ряда в особой точке 
z= 1? Из главы 4, $ 5 имеем 

Ганг 1 
PF(e+s)st лата 


(8 — 00). 


Поэтому сумма F(a, b; с; 1) существует, если Re(c—a—b) > 0. 
Предположим на время, что Вес > Веб >> 0 и Rea = 0. По- 
лагая 2—1 внутри единичного круга, мы найдем, что правая 


1) Можно видоизменить доказательство, налагая условие Вер > 1 ин 
Ве (с — 65) > 1. Тогда.ряд (9.08) сходится равномерно в [0, 1] и поэтому мо- 
жет быть провнтегрирован почленно. Обобщение конечного результата на 
Rec > Reb > 0 достигается аналитическим продолжением по b и с. 
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часть равенства (9.09) стремится к 
1 
1 5—1 c~a—b—1 
roresn}!t—9 a 
о 


т. е. Г(е—а—Ъ) /{Г(с—а)Г(с—6)}. По теореме Абеля о пепре- 
рывности степенного ряда') это выражение равно сумме ряда 
при 2 = 1: 
ern ee Г(е—а— в) 4 
F(a, 6; ¢: 1) = ay (9.10) 


Аналитическое продолжение по a, си b снова показывает, что 
равенство (9.10) справедливо, когда Re(c—a—b) > 0, без каких- 
либо других ограничений. Эта важная формула получена Гауссом 
и чаще записывается в виде 
as Te) T (c~a—b) р 
Ра = Tera Fens) (9.11) 


с дополнительным условием с 5 0, —1, —2,... 


УПРАЖНЕНИЯ 


9.1. Показать, что при |2| <1 
In(i +2) = 27(1, 1; 2; — 2), 
In{(1 + 2)/(1— =)} = 22F (1/2, 1; 3/2; 2), 
arcsin 2 = 2F (1/2, 1/2; 3/2; 22), arctg z == #7 (4/2, 1; 3/2; — 22). 


9.2. Показать, что при || < 1 эллиптические интегралы 
4 


t 

[ 22) 112 
К (1) = ) FB) = а, 

р. {(1— 02) (1 — №) Ма $ (— 2 


можно записать как 


1 41 41 
К (^?) = yal (=. >} fe =), E(k?) = 4 uF hs 5,5; ts в) 


р 
9.3. Показать, что 
д \" . 
oa Е (a, bj ¢; 2) — (а) (В) (ал, b+ My, en, 2), 


(ay {ЧЕ (a, 6; су 2)}== (a _2"—'F (a + 1, 0; 63 2)- 


1) Г. М. @uxrenroann, Курс дифференциального и интегрального 
исчисления, т. 2, М., «Наука», 1970, пп. 437, 456. 
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9.4 '). Проверить, что 
(с —а)Е(а—1, bi с; 2) + {2а—с+ (6 —a)2}F(a, 6; с; 2) + 
+a(z—1)F(a +1, b; с; 
+ {c — 1—(2¢e —a — b — 1) 2} F(a, 6; с; 2) + 
+ (c —a)(¢ — b)2F(a, b; c+ 4; 2) = 0. 


)=0, 


(2 — 1)F(a, 6; с 


9.52). Допустим, что 2 — любая точна комплексной плоскости, не при- 
надлежащая интервалу [1, ©), и напишем 
(i++, 0+, 1—, 0—) 
fies | P14 — ye! — 0) пав, 


© 


Путь интегрирования начпнастся в произвольной точке © из интервала (0, 1), 
обходит интервал (a, 4] один раз в положительном напразления, возвразка- 
ется в ©, затем обходит [0, %) один раз в положительном направлении, воз- 
вращается Ba и т. д. Точка 1/2 находится вне всех петель. Предположим 
также, что сомножители в подынтегральном выражении непрерывны на 
пути интегрирования п принимают в начальной точке главные значения. 
Докажите результат Похгаммера, который установил, что главная ветвь 
F(a, 6; с; =) определяется формулой 


F(a, 63 с; 2) ег (1 — b)P(L + b —c)1/ (4x2), 


соли ни 6, ни с — $ ие равны положительному целому числу. 

Можно ли этот результат перенести на другие ветви F(a, 6; с; 2)? 

9.6 3). Пусть а, 5 и 2 фиксированы и 282 [1, ©). Применяя к (9.09) мето- 
ды главы 4, §§ Зи 5.2, показать, что 


при с — co в секторе |агис| < (п/2) —8(< л/?2), где 4о == 1, а следующие 
коэффициенты определяются разложением 


со 
— $ (1— 2-2 —б = > a 

&-=0 
Показать также, что при Ве = < 1/2 область справедливости разложения мож- 


но расширить до |агё <| <a—6(< a). 
9.7. Пусть а, 6, си 2 фиксированы и 2 е (— с, 1). Показать, что 


(1 2)e— 8-0 У (c—).4, 


Е (ал, ен 2) ~ ею 


') Эти два тождества принадлежат к пятнадцати линейным соотношо- 
ниям Гаусса, связывающим F(a, 6; с; 2) с двумя смежными гипергеометри- 
ческими функциями, т. е. с такими, которые получаются из Е(а, 6; с; 2) при- 
бавлением -Е1 к одному из параметров. 

2) Ср. главу 2, упр. 1.6. 

3) Вупр. 9.6 и 9.7 все функции принимают главные значения. Дальней- 
шие результаты этого типа можно найти у Ватсона (1918c) и Люка (1969а 
тлава УП). На стр. 299 работы Ватсона содержится ошибка: log({ — =-!) 
следует заменить на —log(4—2—!). Это отразится на областях справедли- 
вости разложения. . 
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при А — oo в секторе jarga| < (2/2) —8(< 2/2), где go = 1, а следующие 
коэффициенты определяются разложением 


© 
a mob —tya— 7 —b— 
eT (4 — ety gp ze 8) t= >} gat? te =. 
s=0 
Применяя тсорему 6.1 из главы 4, показать также, что этот резуль. 


тат можно обобщить на комплексные значения 2, если Ве z < 1, réig 
arg A = 


$ 10. Другне решения 
гипергеометрического уравнения 


10.1. В$ 9.4 мы вывели интегральную формулу для Е (а, 6; с; 2), 
которая позволила осуществить аналитическое продолжение этой 
функции в 2-плоскость, разрезанную вдоль интервала [1, co), при 
некоторых ограничениях на параметры. В этом параграфе мы нпо- 
строим дальнейшие аналитические продолжения, выражая 
F(a, 6; с; 2) через другие решения гипергеометрического урав- 
нения 


a(1—2) 22 +{e—(a +b + 1)2} 2 —abw =0. (10.01) 


Спачала мы рассмотрим полное решение этого уравнения в окре- 
стности начала координат. 

Решенне F(a, 6; с; 2) соответствует показателю 0 при условии 
с #0, —1, —2,... Метод $ 4 показывает, что решение, соответ- 
ствующее другому показателю в точке 2&==0, имеет вид 
21° (1--а—с, 14+b—c; 2—c; 2) при условии с 52, 3, 4, ... 
Иногда более удобно рассматривать в качестве второго решения 
функцию 

С (а, 6; с; =) = 2'-*F({+a—c, 14+-b—c; 2~c; 2), 


поскольку она существует при всех с. 
Когда с не равно целому числу или нулю, предельные выра- 
жения для Е, С л их производных даются формулами 


д о. ab 
F (a, b; с; >a a F(a 6; с; 2 > Тео, 
ба, bs 2; =“. btm ineg ae 
(a, b; с; z)~ Tens 5’ № (a, 6; с; z)~ Taso’ 
Поэтому вронскиан функций F(a, 6; с; 2) и С(а, 6; с; =) имеет 
вид Г ` 
(Е, G) =A 64 — де 


(cp. (1.10)). depress продолжение непосредственно pac- 
пространяет это тождество на все значения с. Из этого результа- 
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га п теоремы 1.2 следует, что F и С линейно независимы, исклю- 
чая случаи, котда с равно целому числу или нулю. В этих исклю- 
чительных случаях можно методом Фробенпуса ($ 5.3) построить 
независимое решение в виде ряда, в которое входит логарифм; 
см. ниже упр. 10.3. 

По термпинологли $ 7 функции F(a, 6; с; 2) и С(а, 6; с; =) 
являются подчиненными в точке 2 == 0, когда с — целое число 
или нуль. Если Rec > 1, то F(a, 6; с; =) — подчиненное, 
а С(а, 6; с; 2) — доминирующее решение; они меняются ро- 
лями мри Вес < 1; ни одно из них ие доминирует над другим 
при Вес = 1. 

10.2. В обозначениях Римана гипергеометрическое уравнение 
(20.01) имеет вид 


0 1 © 
ws PY 0 0 @ 2}. (10.02) 


Ас c—a—b 6 


Преобразование w = (1—z)*W уменынает показатели в точке 
z= 1 на р и на столько же увеличивает показатели на бесконеч- 
пости. Если положить р == с—@—6, то повое уравнение спопа 
пмеет нулевой показатель в точке 2 = 1: 


0 4 © 
W=P 0 атс c—b z 
0 


1—с с—а 


Если Це с > 1, подчиненное решение последнего уравнепия в на- 
yale координат имеет вид 


W = F(c—a, с— 6); с; 2). 
Его отношение к соответствующему подчиненному решению ураз- 


нения (10.02) пропорционально (1—2)“*?-°, а коэффициент про- 
порциональности можно вычислить, положив 2 = 0. Тогда 


F(a, b; с; 2) = (1—2)**"F(c—a, e—b; с; 2). (40.03) 


В этом равеистве главные ветви соответствуют друг другу; едии- 
ственный необходимый разрез проходит вдоль интервала [1, oo), 
Кроме того, ограничение Вес > 1 можно снять с помощью ана- 
литического продолжения. | 

10.3. Рассмотрим теперь преобразовапия 


Н 
2—1 


w=(t—2)-W, t= 


Первое из них изменяет показатели в 1 и OO; в частности, оно 
обращает один из показателей в точке со в нуль. Второе upeobpa- 
зование переставляет особенности в 1 и oO, Поэтому новое урав- 
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нение пмеет вид 
0 © 1 


ТЕ o вт + (10.04) 


{—c c—bb—a 


Подчиненное решение уравнения (10.02) в z= 0 снова должно 
отличаться лишь множителем от подчиненного решения (10.04) 
в { = 0. Следовательно, мы получаем 


F(a, 6; с; 2) = (1—2) "Е (а, c—b; с; 2/(z—1)), (10.05) 


причем сноза без каких-либо ограничений на параметры. 
Аналогичным образом пли используя (10.03) можно вывести 
соотношение 


F(a, b; с; 2) = (14—z)~°F(, c—a; с; 2/(z—1)). (10.06) 


Когда 2 изменяется or 1 до +00, функция 2/(2—1) изменяется 
от +oo до 1, и поэтому в каждом из последних двух равенств 
тлавные ветви соответствуют друг другу. Гипертеометрическпе 
ряды для функций в правых частях сходятся при |2/(2—1)| < 1, 
т. е. когда Ве < 1/2. Следовательно. эти соотношения осущест- 
вляют аналитическое продолжение F(a, 6; с; 2) в эту полу- 
плоскость. 

Еели с 520, —1, —2, то символ Ев (10.03), (10.05) и (10.06) 
можно заменить на А. 

10.4. Рассмотрим теперь решения в виде рядов для гинергео- 
метрического уравнения в окрестности особой точки 2 = 1. Ис- 
пользуя метод $ 4 или, еще проще, применяя преобразование 
2 = 1—1, мы видим, что эти решения имеют вид 


F(a, 6; 1+a+b—c; 1—3) (10.07) 


и 
(1—2) Е (c—a, с— 6; 1--е—а— 0; 1—2). — (10.08) 


Они независимы, исключая случай, когда a+b—c — целое число 
или нуль. 

Tak как главная ветвь Е (а, 65; с; 3) определяется с помощью 
разреза вдоль действительной оси от 2==1 до 2==--09, то главные 
ветви функций Рв (10.07) и (10.08) выделяются разрезом от 
z=0 до 2=— 00. Если, кроме того, предположить, что (1—2) °-?-? 
имест главное значение, то необходим также разрез от 1 до о. 

В плоскости с двумя разрезами три решения F(a, 5; с; 3} 
(10.07) и (10.08) связаны соотношением 


F(a, 6; с; 2) = AF(a, 6; 1+a-+b—c; 1—2) + 
+B(1—z)*"~’F (c—a, c—b; 1-++е—а—6; 1—2). 
Чтобы найти коэффициенты А и В, предиоложим временно, что 
Re(a+b) < Rec < 1, (10.09) 


14 ©. Олвер 
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так что ряды для 
F(a, 6; с; 1), F(a, b; 1+a+b—c; 1), 
F(c—a, c—b; 1{е—а—8; 1), _ 


сходятся; сравните $ 9.5. 
Полагая 2- 1—0 и используя (9.10) и teopemy Абеля о не- 
прерывности степенного ряда, мы получаем 
A=VT(1+a+-b—c)F (a, 6; с; 1) == 
= г 
~ sin {at (¢— a@— 6)} Pea) Fe — 8) * 


(10.10) 


Лналогично, полагая 2 -> +0, получим 
1 23 ее 
та = АЕ“, о 1 -аь-с; 1) + 
+ BF(c—a,c—b; 1-е —а—); 1). 


Используя равенства (9.10), (10.10) и еще раз формулу отраже- 
ния для гамма-функции, мы приходим к формуле 


ria 
Bs sin {леев} F(a) P(e) ° 


В соответствии с этим искомая формула связи принимает вид 


sin {л (¢ —a— 


b 
= te (a, $; с; 2) = 


1 x Я ‘ 7 
ТЕРРИ (6, 1 а —в1—й— 
F(c—a,c—b;14+c—a—b;1—2), (10.14) 


(1 27> 


го 


причем каждая функция принимает главное значение в 2-плоскоз 
сти, разрезанной вдоль (— 00, 0] и [1, ©). Условия (10.09) moar 
но теперь снять, используя аналитическое продолжение, 
Исключая случаи, когда выражение a~+b—c равно целому чис- 
лу или нулю, равенство (10.11) утверждает, что Е (а, 6; с; 2) име- 
ет точку ветвления при z= 4. Для функции Ё формула (10.11), 
принимает вид 
l(c) Ге ~a —b) 
Г(е— a)T (¢ — 6) 
PoP (a+b) уса а р ПИ 
Tare 1—2 F(c—a,ce—b;1+¢—a—b;1—2), 
(10.12) 


при условии, что a+b—c не равно целому числу или нулю, a с 
не равно отрицательному целому числу или нулю. 


Е (a, 6; с; 2) В(а, Бу 1 та —с; 1—2) -- 


+ 
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10.5. Положим в (10.11) == (t—1)/t. Тогда, используя 
(10.05), мы получаем 


эт че а— b)} Cr (a,c bet—)= 


1 а 
= тега, В; 1-Наьр-с; г!) — 


с 


тои Ре - 46—61 6-а—68; tt); 


Замена b на 1+a—c, с на 1+a+b—c и t wa 2 дает 


аа) рав; оф = 


= 


т Е Ра ас 1 -а- 6; 5—1) 


a а : s got 
Рае, +6616; 2-1). (10.13) 
Эта формула связывает решение в виде’ ряда для уравнения 
(10.01) в z == 1 с решениями в виде рядов в 2 == со. Она спра- 
‘ведлива без ограничений на параметры, и главные ветви соответ- 
ствуют друг другу; в совокупности эти ветви приводят к разрезу 
вдоль (—05, 1]. 

10.6. Последняя формула, которую мы установим в этом пара- 
графе, связывает F(a, 6; с; 2) с решенпем в виде ряда в точке 
В == 65% 

F (a, b; с; 2) = A(—z)~°F (a, 1+a—c; 1-а— 6; =) 
+В (—2) Е (6, 1-+-b—c; 1+b—a; =”). (10.14) 


Необходимый для выделения главных ветвей разрез идет теперь 
от 0 до - о. 

Чтобы найти постоянные A и В, заменим сизв (10.13) на 
4+a+b—c и 1—2 соответственно и затем разложим правую часть 
по убывающим степеням 25. Результат имеет вид 


Ал (6 — а) yp 
sin in al (a, 5; с; 2) = 


(—2)— й И 
=TOre—ard-a—b) (1 ея trees) 


(27? (1 Pe Be 
Pa@Pe—h)rdfoe—a VT ae Tp 


THe коэффициенты A, и Ms не зависят от 2. Сравнивая это выраже- 
ние с разложением по убывающим степеням 2 в правой ча- 
сти (10.14), мы непосредственно находим значения A u В и, 


14* 
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следовательно, 


sin{a(b— a)} с 
ПЕНЫ 


(а, 6; с; 2) = 


а © 
= prea PG 1 а-в 1-5: — 
(—2 —b 


ея 2 ~ oes —1 5 

Tak ex УР (1 --Ь c314+b—a;2-'). (10.15) 

Здесь снова все отраничения на параметры в окончательном ре- 

зультате устраняются с помощью аналитического продолжения. 
Для функций Ё имеем 


F (a, В; с; 2) = 
Г (b— —а 
oS D(a)" (a, 1 --a—0; 1 ba —b; 2) + 
ОИ (— 2)F (b, 1b —ch -Ь а; 2—1), (10.46) 


при условии, что с 52 0, —1, —2 и разность a—b не равна цело- 
му числу или нулю. 


УПРАЖНЕНИЯ 
10.1. Показать, что многочлены Якоби можно записать в виде 


Ра ВХ) МТ па Вт; а-- 1; ; —2=)- 


=P) (качает +). 


10.2 '). Показать, что 


F(a, В; a+ 6+ 1/2; 42 — 42?) F(2a, 2b; a+ b + 4/2; 2). 


10.3. Пусть т — любое положительное целое число. Используя метод 
$ 5.3 и рассматривая предельное значение выражения 


1 F(a, 6; с; 2) С (a, b; с; 2) 
e—1--m ав Me Cet 


при c— 1— т, доказать, что второе решение гипергеометрического 


1) Это — пример одного из возможных квадратичных преобразований ги- 
пергеометрической функции, 
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уравнения в случае с = 1 — т имеет вид 


т 
SY (= nk oe f= ot Amol (ат, b+ my ат; 2) Ing + 


8==1 
$ 
т А 0 = a 
+S heaton ‘| 
s=0 


где 
1 


me" ТИ иги, 
вых = Pa — m—s) + H(L—b— m—s) — Pl tm +s) y(t +3). 


$ 11. Обобщенные гипергеометрические функции 


11.1. Если ввести оператор 


то типергеомстрическое уравнение (10.01) принимает вид 

0(0+c—1)w = 2(0-+a) (9-6) ш. (11.01) 
Обобщенное гипергеометрическое уравнение определяется фор- 
мулой 
© (9-с:—1) (9--с2—1)... (9-Н—1)ш = 

= 2(9-41) (9-Еа2)... (+4) 4, (11.02) 

где с, и а, — постоянные. Это — линейное дифференциальное 
уравнение порядка шах (р, 4+1). Используя обозначения Пох- 
гаммера ($ 9.1), мы легко найдем, что решение с нулевым пока- 
зателем в пачале координат имеет вид 
Ра (dy, Ags «2 «+ Ep} Cyy Cy, +, ба; 2) = 


(a1), (42), +++ (ар), 2° 
= (cx), (сз), s+ (са), 


(11.03) 


если ни одно из с, Me равно отрицатольному целому числу или 
пулю, и ряд сходится. Для краткости эта функция обозначается 
через > ый 

Когда р < 4, ряд (11.03) сходится при всех 2, и функция 
(2) — целая. главе 7 мы подробно рассмотрим случай 
р=9а= 4. 

Когда р = 49--1, радиус сходимости ряда (11.03) равен еди- 
нице. Вне единичного круга ›.(2) определяется с помощью ана- 
литического пролояжения. При введенных обозначениях функпия 
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F(a, 6; с; 2), рассмотренная в предыдущих параграфах, имеет 
вид 2F\ (а, b; с; 2). 

Наконец, когда р > 9--1, обобщенный гилергеометрический 
ряд (41.03) расходится при ненулевых значениях 2, если только 
хотя бы один из параметров @1, @2,..., ар не равен нулю или от- 
рицательному целому числу. За исключением этих случаев ряд 
не определяет решения дифференциального уравнения‘). 


УПРАЖНЕНИЕ 


11.1. Показать, что если ш удовлетворяет дифференциальному уравне- 
нию w” -+ fw’ + gw = 0, то произведение любых двух решений удовлетво- 
ряет уравнению 


Ww" + 3fW" + (2P +f + 4g) W’ + (4fg + 22’) W= 0. 
Исходя из этого, проверить тождество 
4 2 4 
(+ (. 5; a+bo+ 5; :)} = 3, (2a, a+b, 2d; a+b FZ, 2a + 25; :) 


при условии, что 2а + 25 не равно нулю или отрицательному целому числу 
[Клаузен, 1828]. 


$ 12. Присоединенное уравнение Лежандра 


12.1. В главе 2, $ 7.3, было показано, что многочлены Лежанд- 
ра P,,(z) являются решениями уравнения Лежандра 


(1— 2) 22 2242 4 n(n + lyw=0. (12.01) 


Это уравнение — частный случай присоединенного уравнения Ле- 
жандра 


2: 2 
ии (vw t)— pew = 0, (42.02) 
которое играет важную роль в различных областях прикладной 
математики, особенно при решении уравнения Лапласа в сфери- 
ческих полярных или сферопдальных координатах. 

В болынпинстве приложений параметры у и и — целые числа, 
но мы почти BO всех рассуждениях будем считать, что они изме- 
няются во всей комплексной плоскости. Таким образом, мы смо- 
жем использовать для простого вывода основных формул мощный 
аппарат аналитического продолжения. 

Сначала заметим, что дифференциальное уравнение (12.02) 
не меняется при замене и на — п, у на —v—1 или 2 на —2. По- 
этому с точки зрения отыскания общего решения достаточно по- 


1) Начало координат является иррегулярной особой точкой. 
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строить численно удовлетворительное множество решений ($ 7) 
в полуплоскости Rez >> 0 при Вей >> 0 и Rev > —1/2. Хотя на- 
лагать такие условия на переменную и параметры не нужно, на- 
шей первоначальной целью будет рассмотрение этих областей. 

12.2. Особые точки уравнения (12.02) находятся в 2 = 1, —1 
и ©; легко видеть, что все они регулярны. В обозначениях Ри- 
мана (12.02) принимает вид 


4 © —1 | 
ш№-—=Р} в? v+i в zh, (12.03) 
—и/2 —v —p/2 | 
Из $ 12.1 следует, что важными решениями этого уравнения 
являются: 1) решение, подчиненное в 2 =1 при Вей > 0 или 
и = 0; 2) решение, подчиненное в 2 == co при Rev > —1/2 или 
у = —1/2. Эти решения обозначаются соответственно через 
Ру" (2) и 9(2) при условии, что выбраны подходящие норми- 
рующие множители. 
Преобразование уравнения (12.03) к гипергеометрической 
форме дает 


а, 
waa plo vtt wp и). 
С |on о 


Функция Ру" (2) определяется как решение вида 


= att p/2 
Py") = WE 


1 4 
F (v-+ 1,—-vptiy —2:) (12.04) 


2-4 


Выбор ветви обсуждается ниже. В силу (10.03) это определение , 
эквивалентно следующему: 


Ру" (=) = 
= 2-8 (2 — 1) (2 -- 1) (р ~v, vu в -- 1; 1 . =). 
(12.05). 


Далее, исходя из решения 
(—2) “F(a, t+a—c; 1+-a—6; 2-') 
гипергеометрического уравнения ($ 10.6), мы взодим определения 


Я Levi (2 — 1)(H/2—-v—1 
QW) = 2T w+) ST 


x F(vti,v—p + 1; 2v + 2; 21 — 2)); (42.06) 
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это равенство эквивалентно равенству 


pals 4yul? 


Qi) = 2T Ww +1) = 


2 1 HEI 
ХЕ(У-- Бутн- 1; 2v-+2; 24 — 2)). (12.07) 


Множители 2° и Г(у-Е1) введены для удобства; без последнего 
из них функция (2) обладала бы нежедательными свойства- 
ми, обращаясь тождественно в нуль, когда v — отрицательчое це- 
лое чиело (ср. (9.05)). В силу теоремы 3.2 правая часть (12.06) 
или (12.07) стремится к конечному пределу, когла у стремится 
к отрицательному целому числу, и предельное значение удовнет- 
воряет уравнению (12.02)'). 

Обе функции, Ру"(2) п 0(2), существуют при всех значс- 
ниях V, Ци 2, исключая, возможно, особые точки 2 = 1 u oc, 
Как функции 2 они многозначны с точками ветвления в 2 == +1 
и oo, Главные ветви обоих ремений выделяются введением раз- 
реза вдоль действительной оси от 2 = —oo до 2 ==1 и выбором 
главного значення для каждой функции, входящей в формули 
от (12.04) до (12.07). 

Следует отметить, что в разрезанной таким образом 2-нлоско- 
сти отношение главных значений функции (2—1)"? и (2--1)”? 
в (12.04) можно заменить главным значением функции {(2—1)}/ 
[(&+1)} 2, поскольку аг (2—1) и arg(z-++1) имеют один и тот же 
знак. С другой стороны, если сомножители (2—1)“/?2 (2--1)*/2 
в (12.05} объединить в (2?—1)"”?, то для главной ветви Ру" (2) 
правильным является выбор той ветви, для которой фуикция 
(2?—1)"2 положительна при = > 1 и непрерывна в з-плоскости, 
разрезанной вдоль интервала (—oo, 1]. 

Читатель легко проверит, что в левой полуплоскости эта ветвь 
He является главной для (=? — 1)*?. Везде в оставшейся части 
параграфа ив §§ 13 и 14, rae появляются нецелые степени 
2? — 1, будет подразумеваться, что ветвь выбирается указанным 
образом. 

Для фиксированного 3 (отличного от 1 и ©) каждая ветвь 
Ру" (2) u Фу(2)является целой функцией каждого из парамет- 
ров у ин. 

Это следует из соответствующего свойства функцил Е (теоре- 
ма 9.1) и, в случае QY (2), из теоремы 3.2. 

Свойства 1) и 2), сформулированные в начале этого пункта, 
легко проверить, воспользовавшись определениями (12.04) и 


1) Применяя теорему 3.2, следует в качестве точки 2о в условии 4) взять. 
любую фиксированную конечную точку из области, |2 — 1] > 2. 
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(12.06). Эти свойства имеют вид 
(2— 1) 


Bi) ary (z>1,p~A—1, —2, —3,...) (12 08) 
п 

u a 3 5 7 
Qs (2) ~ (so, Е aa 


BHT (vty 


(12.09) 


причем в обеих частях соотношения выбираются главные зна- 
чения. 

12.3. Чтобы удостовериться, что Ру" (2) п 0} (2) образуют 
численно удовлетворительную пару решений присоединенного 
уравнения Лежандра в правой половине 2-плоскости, пам нужно 
выяснить поведение первой из функций при 2 -> co п второй при 
2—1. В качестве предварительного шага мы найдем п перефор- 
мулпруем для этих фуякиий формулы связи, введенные в $ 10 
для гинергеометрических функций, 

Так как присоединевное уравнение Лежандра не изменяется 
при замено и на — или Vv на —v—-1, каждая из восьми функций 
Ру" (2), Ри (2), Qe" (2), 9251 (2) является ретепием. Однако 
только четыре из этих решений отличны друг от друга, посколь- 
ку из (12.04), (12.06) и (12.07) непосредетвенно вытекает, что 


PIV (2) = Ру"(2), Ри (2) = PE), 
9; “(2 = 9% (2), Чу (2) = 9 (2). 
Первая формула связи получается из (10.15), если положить 


а = 41, b= у-и-Е1, с == 2у--2, и заменить 2 на 2/(1—2). Это 
приводит к соотношению 


(12.10) 


zon ил pp PYG Руй (2) 
Q @) = C(ww+p4 1) T(v—p-- 4) 


(12.44) 


Далее, в oat мы можем подставить а = v-+1, b= —v, 
= t-+1 и заменить 2 на (1—2)/2. После этого, используя (12.10), 
мы приходим к равенству 
Ч (2) QU (2) 
rw+p+ 4) T (u—v) 


cos yi Py" (2) = (12.12) 


Из этих двух формул и (12.10) вытекают остальные формулы 
связи 


2si PEG) Ру (5) 
п ту Tey (249) 
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це VE 
Tw—pri) Town" 


cos va PY (2) == (12.44) 

12.4. Теперь мы установим главный результат этого параграфа, 
касающийся присосдиненного уравнения Лежандра. 

Теорема 12.1. Если Rev > —1/2, Rew > 0 и 3 изменяется 
в правой полуплоскости, то главные значения функций Ps" (2) 
и 9,(=) образуют численно удовлетворительную пару решений 
в смысле § 7. 

Дифференцирование соотношения (12.05) дает 


’ 


ар (2) (= — 10/2) —# 


> ты (8—1, p40, —1, —2,...). 


Из этого результата и формулы (12.08) вытекает, что 
РУ" (2), РУ} — 


sin ил 
a(z— 1) 


(2—1, и нецелое число). ы 
Из (1.10) следует, что вронскиан любой пары решений при- 
соеднненного уравнения Лежандра имеет вид С/ (2—1), где С не 

зависит от 2. Поэтому 
2sin ия 


2{p—t и = р 
РТ), Руа} = — ее" (12.15) 
причем аналитическое продолжение устраняет все ограничения 
на и. 

Подставляя в последнее соотношение выражение для Ру (2) 
из (12.11), мы приходим к формуле 


WPS"), №} = -тондя-в. (240 


Следовательно, в силу теоремы 1.2, функции Ру" (2) и Qh (2) 
линейно зависимы тогда и только тогда, когда *-Н и — отрицатель- 
ное целое число, т. е. в случае, который в доказываемой теореме 
места не имеет. 

Если Rep > 0 или pp == 0, то Ру" (2)— подчиненное решение 
в 2==4. Следовательно, ири этих условиях решение © (2) 
должно быть доминирующим. Аналогично, если Rev > —1/2 или 
у = —1/2, то на бесконечности решение © (2) — подчиненное, 
a Py" (2) — доминирующее. Остаются два следующих случая: 
1) Вен =0и Imp #0; 2) Rev = —1/2, Imv 52 0. В случае 
1) в = =1 нет ни подчиненного, ни доминирующего решения, 
а в случае 2) аналогичное утверждение справедливо при 2 == co, 
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Поскольку решения Py" (2) и QY (2) линейно независимы при 
сформулированных условпях, они снова образуют численно удов- 
летворительную пару ($ 7.2). Доказательство закончено. 

12.5. Важность теоремы 12.1 заключается в том, что для пред- 
ставления общего решения присоединенного уравнения Лежапдра 
с помощью числовых таблиц, вычислительных алгоритмов или 
асимптотических разложений для больших значений параметров 
достаточно ограничиться рассмотрением Ру" (2) и 0% (2) при 


Rev > --1/2, Вен So, Ве2 0. (12.47) 


При других значениях параметров и переменной можно восполь- 
зоваться формулами связи и свести задачу к указанному выше 
случаю. | 

Следует, возможно, подчеркнуть, что если условия (12.17) на- 
рушены, то функции Ру" (2) и 0} (2), как правило, более не об- 
разуют удовлетворительную пару, независимо от того, являются 
они лонейно независимыми или нет. Например, если Rep < 0, 
а числа ми *— и отличны от отрицательного целого числа, то оба 
решения, Ру" (2) и © (2), домпипруют при 2 == 1. Это вызвано 
тем, что подчиненным решением при этих условиях является 
Ру (2), а из (12.15) и (12.16) (rae в замепено на —в) следует, 
что функции Py" (2)u 9(линейно независимы or Р# (2). 

12.6. Представляет интерес найти фактические предельные 
выражения для функций Ру“ (2) и 9 (2) при = co и 2-1 co- 
ответственно. 

Из (12.09) и (12.12) мы получаем, что _ 

= Tw +4/2) ‘i 
Py" (2) ~ Sinise (22) {2— 2%), , (12.18) 
д Г (уни 4) 
если Rev > —1/2, v++ не равно отрицательному целому числу, 
а v+1/2 не равно положительному целому числу. Последнее из 
ограничений можно снять, воспользовавшись формулой Коши 


@(n— 4/2, 2) = [о ay, 


где п — положительное целое число, 
op (v-+- p+ 1) рой (2) 
Pv + 4/2) (22° ^^” 
а @ — окружность |v—n-+1/2| = 5; значение 6 произвольно. По 
предположению, сумма п-| (1/2) - и не равна отрицательному це- 
лому числу или нулю; следовательно, внутри ® не содержит- 


ся особенностей функции V'(v-++y-+1), если 6 достаточно 
mand. Из (12.18) следует, что на @ справедливо предельное 


Ф (%, 2) = 
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соотношение Ф(у, 2)> 1 при z—co; кроме Toro, легко видеть, 
что оно равномерно относительно у. Поэтому @(n—1/2, 2)>1 
при 2- со, что и утверждалось. 

Далее, в случае у == —1/2 мы находим, разлагая правую часть 
(12.12) в ряд но степеням v-+1/2, что 


>. 2 90 (2) я 
Paio=—aeal| S| фе 12) 9" 42 (2) ) (12.19) 


причем если p—-1/2 — отрицательное целое число, то вместо пра- 
вой части рассматривается ее предельная форма. Правую часть 
(12.06) можно разложить в сходящийся ряд по степеням 2/(1—2). 
Дифференцируя главные члены по v, полагая v == —1/2 и под- 
ставляя результат в (12.19), мы приходим к соотношению: 


1 2 \1/2 
и к 
Р- 1/2 (2) ~ НЕ а) Inz 
(2 —> 00, д = — 1/2, — 3/5, — 5/2, ...). (12.20) 
Аналогичным образом можно проверить, что 


20/2) —1г (и) 4 
и — 
v (2) ГОАО (z= qyh/2 


(21, Вей >0, v+pA—i1, —2, —3,...), (12.21) 


1 ape (2) , , 9: 
VA TEE Eo ФОНО Py(ay (2.22) 
и 
In (2—1 


(ау 1:—2;-—8,... 9.93) 


0 
9, — sre 


УПРАЖНЕНИЯ 


12.1. Доказать, что ‘ Г 
Qh (2) = пи Ц, НЕ [= аи 1, зУ-- 


12.2. Доказать формулу Уиппла: 


4 \1/2 Е 
во (а рр. 
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12.3. Проверить, что 


is 2 \ 4/2 sh {(v-+ 1/2) 0} 
Ру (ch 6) =( ash 2) У12 › 

72. д _\1/2 exp {—(v 4-1/2) 0} 
ano - (555) Tera)? 


1/2 


4/2 2 
РУ (во = (5) ch {(v + 4/2) 8. 


$ 13. Функции Лежандра 
при произвольных значениях степени и порядка 


131. Если у=п-— положительное целое число, и = 0, то 
равенство (12.04) принимает вид, 


2 (2). F(n+4, nits 1 5), 


Эта функция является многочленом степени п по 2, принимаю- 
щим значение 1 при 2=1; коэффициент при 2” имеет вид 
(п -- 1)n/(2"n!). Поскольку присоединениое уравнение Лежандра 
(12.02) при сформулированных условиях сводится к уравнению 
Лежандра (12.01) и подчиненные решения единственны с точ- 
ностью До нормирующего множителя, отсюда следует, что 


Ри(а) =P, (2), 


где P,,(z)— многочлены Лежандра, определенные в главе 2, $ 7 
(сравните (7.14)). Принимая во внимание это тождество, пара- 
метр v иногда называют степенью функции Р» (2); и называется 
порядком. 

Многие из свойств Р,(2), сформулированные в главе 2, допу- 
скают обобщение на функции PY (2) и Q(z). Мы начнем с обоб- 
щения интеграла Шлефли. 

13.2. Теорема 13.1. Если 2 не принадлежит интервалу 
(—<, —1], то главное значение функции Ру“(2) допускает 
интегральные представления вида 


Ру" (2) = et г (у) _ (22 — 1)? ads 4)" 
” ис» (ан 
(Re p > Rev), (43.04) 
Pr (g) = DAMEN (ge gyes Pee ay at 
v Я =arwrerp ) ен 


(Rev + Вей > — 1). (13.02) 
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Путь интегрирования для обоих интегралов представляет собой 

односвязную замкнутую петлю, которая нсчинается в бесконеч- 

ности на положительной действительной полуоси, обходит точки 

= 1 и {= 2 один раз в положительном направлении и возвра- 

щается в начальную точку, не пере- 

секая интервала (—oco, —1] и ne 

имея самопересечений. Ветви числи- 

тсля и знаменателя непрерывны на 

= ud == пути интегрирования и принимают 

главные значения в окрестности 

пачальной точки. Бетвь функции 

(2 — 1)" определяется как в$ 12.2. 

Рис. 13.4. плоскость. Кон- Путь интегрирования изображен 

тур для Р.И (2), на рис. 13.4 '). 

Заметим, прежде всего, что доста- 

точно доказать или (13.01) или 

(13.02); каждое из них вытекает 13 другого в силу тождества 
PH y_4(z) = Py™ (2). 

Дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет 

функция w= (2—1)? Pr (2), имеет вид io 


uw | dw ied nil 

(22 = Noe -- 2 (и 1) 25 —(v—p(vtptit)w=0. (13.03) 

Подставим вместо W Cro выражение в виде контурного интеграла 
” (#— 17 

= И dt. (43.04) 


Ра 


Мы имеем 
(2 — 4)1"(2) + 2(u + 121 (2) — | 
—(у— в) (Ув 1) (=) = (v + w+ 0/2), 


тде 


па = [Иа pw 4+ nt 


xy, (b= 2) 
+2(u + 1)2(t—2) —(v—p(t—2)}dt = 
| Пьет) = 


(t= zyvruts 
(a —1yytt 
Ее не [м 


1) Если * — неотрицательное целое число, то правую часть (13.01) сле- 
дует заменить ее предельным значением (см. упр. 13.4). Аналогично для 
(13.02), когда v — отрицательное целое число. 


=” 
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Таким образом, [(2) удовлетворяет уравнению (13.03), когда 
выражение, стоящее в квадратных скобках, имеет одно и то же 
значение на обоих концах пути Я. Это условие выполняется для 
интеграла по петле в правой части (13.01), поскольку этот ин- 
теграл сходится в крайних точках пути, когда Ве и >> Rev, а вы- 
разжение в квадратных скобках там равно нулю. В соответствии 
с этим правая часть выражения (13.01) является решением 
присоединенного уравнения Лежандра. 

Далее, асимптотическая форма выражения (13.01) при &-—1 
имеет вид A(z — 1)", где 

ы G+) 

Зет. (— у) } (ЕЕ 0% 
НГ (и) J (фи " 


Если временно наложить условие Rep < 0, то этот интеграл 
можно вычислить, сжимая путь до совпадения с двумя берегами ` 
разреза [1, co); тогда 
(+) 


28 


(EA gy = (еб — +1” av" Hair (и — v) 
i (t—~ ди (e 1) (2 — ду! М р (и 4) P(—v) ’ 


1 


причем на последнем этане мы сделали подстановку t= (2—т) /т, 
а затем использовали интегральное представление для бета-функ- 
ции и формулу отражения для гамма-функции, Следовательно, 


4 
Ри 0" 


Условие Вен < 0 снимается аналитическим продолжением по пи 
и у при условии, что Rep > Rev. 

Предположим теперь, что Rep > 0. Тогда правая часть 
(13.01) является подчиненной в д =1. Она имеет тот же самый 
нормирующий множитель, что и Ру" (2) (ср. (12.08)). Поэтому 
два решения тождественно равны. ‘Таким образом, равенство 
(13.01) доказанс в случае, когда Вей превосходит max(Rev, 0) 
и, следовательно, — снова в силу аналитического продолжения по 
ц,— когда Вей > Rev. Теорема доказана. 

13.3. С помощью теоремы 13.1 можно получить рекуррентные 
соотношения относительно ^, и или относительно обоих этих 
параметров. Положим ы 


race (13.05) 


Ao es ie ie В 
РУ ovr (— v — p) 


PE (a) = (2 — 1)? PE); (13.06) 
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тогда из (13.01), заменяя и на —p, мы получаем 


BY (a) = Ay | CaM at Rev Вен 0, (13.07 

v(@) = Ava | пули ! ' у 
р 

rae Y обозначает путь, использовапный в (13.01). Тогда 

а peg) ми Е 

dz У (2) = (v— p+ 1) 4 LG gr 


= (v— £1) 2". (13.08) 


Применяя эту формулу два pasa, получаем 


2 ~ ‘iy inn 1 
GPE) = WBE NW + WW B+ D+ EN) LY 
(13.09) 
Дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет Ри (2), 


можно вывести из (13.03), изменяя знак параметра и. Подстав- 
ляя в него выражения (13.08) и (13.09), мы получаем 


(2 — 4) (v— wt 2)(v --в— 1) PYF) — 
— 2 (u— 1) 26! (2) — 28 (2) = 0. 
Заменяя теперь в на и--2 и используя (13.06), мы приходим 
к первому из искомых соотношений: 
+ 1/2 

PLT? (2) + 2 (uf A) 2(2? = 1 PL (a) — 

(vp tp+1) Py (2) =0. (13 10) 
Поскольку функция Ру (2) — целая по у и р, все ограничения 
па параметры, наложенные при доказательстве, устраняются 
аналитическим продолжением; это верно также и для других 
рекуррентных соотношений, которые будут выведены ниже. 


Для вывода следующей формулы мы используем интегрирова- 
ние по частям; 


Вл (2) = 
(2 —4yvtt 241 Avia # (12 — 1) 
= Аи вре Уи а Я dt 
a Е > 2 
ая (=) В (2)), 
Voeph Ау Аи 7 
отеюда 


(22 — 4)? PET? (2) = (v— + Рун (2) — У wt 22% (2. 
(13.44) 
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Другие рекуррентные соотношения, содержащие функции, 
которые получаются из Ру(2) при увеличении или уменьшении 
параметров Vv и | на единицу, можно вывести, комбипируя 
(13.10) и (13.11). Каждое из пих можно рассматривать как ча- 
стный случай соотношений Гаусса между смежными гипергеомет- 
рнческими функциями '). Например, чтобы построить рекуррент- 
ное соотношение относительпо у, мы сначала получим из (13.41) 
равенство 

’ 1/2 ри? в. ь i ht 
(22 — 4)" PY (2) = (v= ЮР (2) — WE 2) 2Рх (2). 
Далее, 
(2 = 1) PY? = | 
= (у — № {фи + 2) Pha (9) — (v + н- 2) =Ру4 (2)} — 
, , 0 Ш 

—(v + we 2) 2f{(v — we ОР (2) — (v et 1) 2 PY (2)} = 

== (v — pt) (—в--2) Phe (2) — (v + + 2) (2v — 2 + 1) 2241 (2) № 


ово t+ 2) 2° PY (2). 
Подстановка этого результата в (13.10) и использование равен- 
ства (13.11) приводит к искомому равенству 
(v = p+ 2) Phyo (2) — (2% + 3) 2Ву4, (2) + (V+ в -- 0 PY (2) =0. 
(13.42) 
13.4. Коитурпый интеграл для QY (2), апалогичный (13.01) 
и (13.02), можно построить, выбирая другой путь интегриро- 


вания, 
Теорема 13.2. Если z не принадлежит разрезу (—oo, 1], 


70 главное значение функции Оу (2) дается формулой 
Ч) 


р (13.43) 


(те! | 


QE (2) = 


a 


Путь интегрирования начинается в произвольной точке а интер- 
вала (—1, 1), обходит интервал (а, 1] одии раз в положительном 
направлении, возвращается в а, затем обходит [—1, а] один раз 
в отрицательном направлении и снова возвращается в а. Точка z 
лежит вне обеих петель. Ветви числителя и знаменателя подын- 
тегрального выражения непрерывиы на пути интегрирования 
и принимают главные значения в начальной точке. Ветвь функ- 
ции (2? — 1)? определяется кан в $ 12.2?). 


3) См. упр. 9.4. 
2) Снова, если у = 0, 1. 2,... правая часть (13.13) заменяется ее пре- 
дельным значением; см. ниже упр. 13.4. 


15 ©. Олвер 
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Путь интегрирования представляет собой фигуру в виде 
восьмерки, изображенную на рис. 13.2. 

Доказательство проводится как в теореме 13.1. На выбранном 
пути ветвь функции (z—t)****! имеет одно и то же значение 

в начале и в конце. Аргумент чис- 

лителя возрастает на 2ул при об- 

ходе точки ¢==1 и умепышает- 

ся на столько же при обходе точ- 

ци = —1 в противоположном 
> направлении. Таким образом, 
(1 — 12)’ имеет равные значения 
на концах пути.  Веледствио 
этого правая часть (13.43 
удовлетворяет — присоединенному 
уравнению Лежандра. 

При больших 2 путь интегри- 
ровапия можно — фиксировать. 
Тогда (2— 1) `***1 асимитотически приближается к тлавному 
значению функции -2°***! при 2-0 в секторе jargz|<a— 
--6(< л) равномерно относительно t на пути. Поэтому правая 
часть (13.13) асимпитотически приближается к В2—*-', тде 

(Е, 


| ава. 


a 


Puc. 13.2. гплоскость. Контур для 
QE (2). 


ег» 


В р 
Ре 


При Rev >> —1 мы можем вычислить В, сжимая путь обычным 
образом до совпадения с интервалом [—1, 1]; таким образом, 
| 1/2 
E14 


= ovFip (y +: 


Сравнение с (12.09) устанавливает форму (13.13) при усло- 
вии подчиненности Rev > —1/2. Доказалельство завершается 
применением аналитического продолжения. 


13.5. Хотя 0#(2) являстся наиболее подходящей функцией 


для совместного рассмотрения с Р,"(2) в аналитической теории 
присоединенного уравнения Лежандра, в большинстве приложе- 
ний в качестве второго решения используется другая функция. 
Она определяется равенством 


0% (2) =e Tw + +1) 9% (2), (13.14) 


при условии, что сумма ^ -- и не равна отрицательному целому 
числу. Если это условие нарушено, то 0% (2), как правило, не 
существует. Из тождества ©; " (2) = 0 (2) мы выводим, что 


Oe" (2) =e DP (уф pe Г vt e+ 1)} 0 (8). (43.15) 
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Из (12.07) и (13.13) (при замене и на —p) вытекает формула 


о ен Gee 
НГ (У 3/2) 3—1 


ХР; 25; = (43.16) 

вия (гон, wae (1 — #3)” 
- Yea (2? —1) роли ~ pear ae 
(13.47) 


Важность функции OQ} (2) связана с тем, что она удовлетво- 
i 
ряет тому же рекуррентному соотношению, что и Ру (2). В этом 
можно убедиться следующим образом. Заменяя в (13.17) 1—Ё 
из— Ё на е*^'(Р —1) и е*=*' (1—2) соответственно, имеем 
ии 5 
2 B/2 Quy, (— 1) 
Pa" eB | ре 
a 


at, (13.18) 
has 


re 
By = 8 —Y"P (— vy Pv 4 be 


=(v— M4 07 (2“+2л}). 


Отсюда независимо от знаков + или — вытекает, что 


В 2(v-+ ty) Ayn By = 1 
В. TREE Арии’ Руд: УИ 


, 
vie Ур 

Tie Ay,» определено формулой (13.05). В силу этих тождеств, 
рассматривая (13,18) вместо (13.07) и иовторяя рассуждения 
§ 13.3, мы придем к соотпошениям (13.10) — (13.12), в которых 
символ Р заменен символом Q. 


УПРАЖНЕНИЯ 


13.1. Пусть 5 -- произнольное положительное или отрицательное целое 
число, а Ру м зе) п OH (зе) ветви функций Лежандра, полученные из 
тлавных ветвей в результате 5/2 обходов в положительном направлении эл- 
лииса с фокусами в -Е Ти проходящего через 2. Аналогично, пустьР, H(z) и 
QF .(2) — ветви, полученные из главных ветвей обходом точки 1 (без обхо- 
да —1) 5 раз в положительном направлении. Показать с помощью упр. 12.1, 
что 


ее, РВ) = fet PH (2), 


15* 
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Из этих равенств и формул связи ($ 12.3) вывести соотношения 
—И {- 2571) — озАр- и |. 
PLE (ce) = МР (:) + 


2 sin {(v + 1/2) sx} AIST о—и Fs 
ы Cos ул ТОО Га © 9), 
Oe зил OF (2) _ лее sin (su) Pr# (5) 
Геи ° Г(у-и-г 1) sinus’ (v—p+i) * “” 


13.2. Показать, что 
He (2) — (V+)? — РИ) —2 PH (3) = 0, 


PHL) — Gv 0) (2 — 1) PR! (2) — РА | (1) = 0, 


dP (2) , 
о = et 1) Py GC) WE О2Ру 


13.3. Деформируя путь иптегрирования в (13.01), показать, что если 
#6 (— ©, —1], 10 
со 


(52 — 4)H/2 | 
$ ( 


(Rep >Re v>—1). 


РИ (3) = 
v ©) Ги P (v4) « 


13.4. Вывести из (13.01) п (13.13), зто если у = п — положительное це- 
лое число или нуль, то 


{= Чуева (22 — 4/2 


Ри (5) = —х 
a ©) Talal (в — и) 
(+, 2+) 
. 1—2 
х ( ) dt (Rew > ny) 
и _ р 
в : 
же. Фе Г бар а ай. Fr, 
оны ) goa (ima) 


где логарифмы ненрерывны на путях интегрирования и припимают главные 
значения в окрестностях начальных точен, 


$ 14. Функции Лежандра 
при целых значениях степени и порядка 


14.1. Если у и р неотрицательные целые числа, то их обычно 
заменяют символами п и т соответственно. Этот случай пред- 
ставляет особый интерес в физических приложениях. Заметим, 
что часть разреза от —oco до —1 в определении ветвей функции 
(22— 1)="/2 в $ 12.2 не является здесь необходимой: выбранные 
ветви (2?— 1)="/? положительны при #>1 и непрерывны в 
2-плоскости, разрезанной вдоль интервала [—1, 1]. 
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Из равенств (9.05), (12.04) и формулы дифференцированля 
для гипергеометрической функции, приведенной в упр. 9.3, мы 
получаем, что 


2+ aye 1 1 
PY (2) = EEO (ь 4,—n,1—m, > 3 2) = 


2 m2 а" D 
5 1)" PA (д, (14.01) 
0 vy > 
поскольку P,(z)= P,, (2). Из этой важной формулы непосред- 
ственно вытекают следующие утверждения: 1) если т >>п, то 
PR (2) =0;2) если m<n и т— четно, то Рь (2)— многочлен 
стенени п; 3) если т<пти т — нечетно, то единетвенным раз- 
резом, необходимым для выделения главной ветви Ри (2), явая- 
ется разрез вдоль интервала [—1, 1]. 
Из (14.01) и формулы Родрига (глава 2, (7.06)) выводим 


ут пит 
Ра 2 {yn (14.02) 


2")! азттт 


и всилу формулы Коши 
Pi (2) = (atm)! (3? — has f (¢2 — 1)" dt 
ni (t—2) 


a mom at, 
zal гит 


(14.03) 


где @ — односвязный замкпутый контур, обходящий точку Ё == 2. 
Другой интеграл типа Шлефли можно вывести из (13.02). 
При v=n at p=m (<x) подынтегральное выражение одно- 
значно и но имеет особой точки при t= 2. Следовательно, петлю 
можио заменить односвязным замкнутым контуром ®”, обходя- 
mM { == 1, но не обходящим Ё == —1: 
Pi (a) = (— tym Beet ЕЫХ jm е— "и 


(п-т)! — 4)" +1 


dt. 
er! 
Далее, используя соотношение 
(п — т)! Ри (2) = (n + m)! Рь" (2) "> т), (14.04) 


полученное из (12.11), выводим искомую формулу 


27! (58—17 = 


Pr (2) =(— 1)" &—т) Ti Jeo pen tt (n>m). 
oa 


(14.05) 

При 2 52 -Е1 в качестве контура @ в (14.03) можно взять 
окружность mig 
t= 2-+(2? —1)"е° (-x<0<n). (14.06), 
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Тогда 
В 1 = 2(2? — 1) *e {2 + (2? — 1)""cos 0}, 


и мы получаем представление 
д 
т (ит)! (" 2 2 : es 
Pr (2) = | {2 4+- (22 — 1}!/2cos0}" cos тб dO (14.07) 
0 
(ср. главу 2, yup. 7.9). Ограничение 2 5= +1 может быть устра- 
нено по непрерывности. 
При Rez >> 0 легко проверить, что окружность (14.06) содер- 
жит внутри себя t= 1, но не содержит t = —1. Выбирая эту 
окружность в качестве ©”, выводим из (14.05) формулу 


т ve 1" п! cos тб dO 
Py (2) = al ara сре pcos yt (Rez>0). (14.08) 


В формулах (14.07) и (14.08) функция Рь (2) имеет главное 
значение. 

14.2. Как и для Ру (2), верхний индекс второго решения 
при т ==0 обычно не пишут. Таким образом, из (13.16) имеем 


Qn (2) = 0, (2) = 
.). 


Е 
pes tai i F(n + 4,m-+ 1; 2n 4-2; т. 
2 г (» 


Для выделения главной ветви здесь снова необходим разрез 
лишь вдоль интервала [—1, 1]. 
Апалогично формуле (14.01) имеем 


Qn (2) = (22 — tyme =n (2). (14.09) 


Чтобы доказать эту формулу, т уравнение 
Лежандра (12.01) т раз с помощью теоремы Лейбница. Мы ви- 
AMM, что если ш удовлетворяет уравнению Лежандра, то v 
== d"w/dz" удовлетворяет уравнению 


(2) 


2(т + 1) 1 + п-т) (вт =0. 


Делая еще одну замену и = (2? — 1)”/25, находим, что и удов- 
летворяет присоединенному уравнению Лежандра (12.02) 
(cp. (13.03) при у=пи p= m). В частности, это означает, что 
правая часть (14.09) удовлетворяет присоединенному уравнению 
Лежандра. Можно доказать, что это решение является подчинен- 
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ПЫМ В 2 == ©0; поэтому оно должно отличаться лить множителем 
от функции Ол (2). Равенство этого множителя единице можно 
установить из сравнения с формулой (13.16). 

Замкнутое выражение для Q(z) через P,(z) выводится сле- 
дующим образом. Функция Ев (12.04) при у = п разлагается 
в конечный ряд по степеням 2 —1 и полученное выражение для 

¥ (2) дифференцируется по и. Тогда, используя (12.22), мы 
получаем 


Qn (2) = Pa (2) м 


п—1 


(и | 
(п— 5)! me р. 


ре -- 1}— ls +} 2—1. (14.10) 


Функция 0,(2) и логарифм имеют здесь главные значения. 

Нри условии, что 2 не принадлежит разрезу от —1 до 1, nH 
теграл для главной ветви О» (2), аналогичный (14.03), можно 
получить из (13.13), деформируя путь интегрирования до совпа- 
дения с разрезом и последовательно полагая V = пи и=и: 


1 
an (2) = & et т! (ge м { ant" ое. 


отн 


(4.14) 
Отметим, между прочим, что, в отличие от формул (14.03) 
(14.05), эта формула остается справедливой и тогда, когда т ив 
заменяются на у и р, если интеграл сходится, т. е. если 
Rev > —1. 
Предположим теперь Ha время, что 2 >> 1. Делая подстановку 


t == z—(2?—1)"e 


в (14.41), мы находим 


Е 
m (a) = (— sym Е! Je—« 22 — 1)? с бу св тб 40, (14.12) 
rye 
= ln (Е! Е +4) == Arcth 2. 


Временное ограничение снимается аналитическим продолже- 
uuem; равенство (14.12) выполняется при комплексных 2 при ус- 
ловии, что О’ (2) имеет главное значение и ветви функций 
{=? —1)* и 5 непрерывны в разрезанной плоскости. 
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44.3. Интегральное представление для (Ол (2) через Р»(2) 
(связывающее главные ветви), можно найти с помощью постро- 
енного из них вронскнана!). Из (12.16), (13.14) и (14.04) мы 
выводим 


G —t(n--myl 1 . 
Pr (2) Qn’ (2) — Qh (2) Pr” лет (44.13) 
Повторное применсние теоремы Ролля к формуле (14.02) пока- 
зывает, что все нули функции Р»(2) лежат в интервале [—1, 1]. 
Следовательно, деля обе части равеиства (14.13) на {Ph (2)}?, 
и интсгрируя, мы находим, что 
(п -=- т)! Г dt 
Coe J {Pr oF 


Qn (2) = (— 1)” Prt (тот (n>>m), (14.14) 


если путь интегрирования не пересекает разрез [—1, 1]. 

Снова предполагая, что 2 не лежит на разрезе, с помощью 
интегральной формулы Коши можно найти другое интегральное 
представление Ол (2) через Ри (2). Допустим для простоты, что 
т равно вулю. Тогда 


он § Са, 


Ci, 


где @, — большая окружность, a @2— замкнутый контур, лежа- 
щий виутри ®;, содержащий внутри себя интервал {—4, 1] и не 
содержащий точку 2 (рис. 14.1). Вклад от @; стремится к нулю, 
когда радиус @; стремится к бесконечности (ср. (12.09)). Далее, 
сжимая контур @2 до совпадения с двумя берегами интервала 
{—4, 4], мы находим, что 


4 | Q,, (t — 0) — Q(t + 0) 


2ni z—t 


dt. 


Qn (2) 


—1 


Обходя логарифмическую особую точку функции Q,(t) при 
t= 1, мы выводим из (14.10), что 


0, (2—0) — О) =, (9) (—1<t<1). 


Таким образом, мы а к интегралу Неймана 


at 


се 1-11). - (4445) 


') Фактически это является построением второго решения дифферон" 
циального уравнения, если одно из решений известно; сравните $ 5.1. 
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14.4. Последний результат, который мы установим в этом 
параграфе — это так называемая теорема сложения для много- 
членов Лежандра. 

Теорема 14.1. Пусть 2, 2, 2 и ф— действительные или 
вомплексные числа, такие, что 


== (28—12 (2 1)" cos @, (14.46) 
причем ветви квадратных корней выбираются согласно $ 14.4, 
Тогда 
Ри (2) = Ри (21) Pa (25) + 


1)" (ИН pm (21) Ри (2.) совтф. (14.17) 


(п-т)! 


Для доказательства достаточно рассмотреть действительные 
значения 21, 22 и ф при 21 > {и 22 >> 1; обобщение на комплекс- 
ные значения вытекает из аналитического продолжения. Эта 
теорема основывается на тождестве 


40 
1) cos 8 — h {1 4 


12 cos (ф— @)} = 


gee ee | A) 


(1 — Bch - 22)? 


справедливое при достаточно малых |й|, которое в свою оче- 
редь выводится из следующего легко проверяемого тождества. 

Лемма 14.1. Если а, 6 и с действительные числа и 
а> (в - c?)", то 


х 


49 } 21 
a-|-bcosO--esinO ~~ (42 — 6? — ¢2)!/2 
—х 


Разлагая левую часть (14.18) в ряд по стененям hk и исполь- 
зуя равенство (7.20) из главы 2, мы видим, что > 


nm 
1 ( {2¢-+(ci— 1)! cos (p—0)}" 
Bt) eat (= 1) eos OH 


P,,(2) = 40. ^ (44.19) 


Из (14.16) следует, что P,(z)— многочлен степени п относитель- 
HO COS ф и поэтому допускает представление вида | 


п 
4 
P, (2) = + > ancosme, 


m=1 
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где коэффициенты Gm не зависят от ф. Это и есть искомое разло- 
жение. Носкольку ово является рядом Фурье по косинусам ф, 
коэффициенты имеют вид 
д 
ив“ { Pil(zjcosm@ dg (т=0, 1,..., п). 
д 


Подставляя (14.19) в последний интеграл и меняя порядок 
иитегрирования, мы находим, что 


7, т (0) 40 


— 1) cospper! 


(14.20) 


где 
я 
2 eee ee 

Zn,m(0) = | {а + (zt — 1)! €08 (p — 0)}" cos mg dq== 

<a 
т 

2 И 
(а — 1)!" cos 7} cos (m0 + my) ах. 
ay 
Если заменить cos(m0-+ my) на cos m0 cos my, — sin m8 sin my, 
то слагаемые с синусами не дают вклада BI, „(6), поскольку 
остальные множители в подынтеграль- 
ном выражении — четные по у. Вклад 
от слагаемого с косинусами вычисляет- 


ся с помощью формулы (14.07); таким 
образом, 


12 
Frm 0) = Gay Pit (21) cos 0. 


Подставляя это выражение в (14.20) 
и применяя (14.08), мы получаем 


т (п — т) pn я 
Oy == 2(— ИР (а) Ри (24). 


Рис. 14.1. плоскость. 


Доказательство закончено. 

Teopemy сложения можно обобщить на случай, когда п 3ame- 
няется действительным или комнуекспым числом у; при этом 
сумма в (14.17) должна вычисляться от т =4 до 1 == оо, 
a факториалы нужно заменить гамма-функциями ‘). 


УПРАЖНЕНИЯ 
14.1. Делая в (14.12) при т = 0 подстановку 
а — 1) ch фа (22 — 1)'ch O} = 4, 


1) Гобсон (1952, $ 220). 
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вывести интеграл Гейне 
© 


ыы dp 


14.21). Вывести m3 предыдущего упражнения, что ecam z = ch(% -++ 8), 
аби В — действительные числа, то 


[Qn (2) [527-91 , (82а) — (n BA). 


14.3. Используя формулу Родрига дая многочлена Чебышева U »-\ (2) 
(глава 2, (7.07) и упр. 7.3) или индукцию, доказать лемму Якоби 


asin -10 (— 1)"—! (т) 
d(cos 0) m 2" mt 


sin тб. 


Cc помощью иовторного интегрирования по частям и этого соотношения вы- 
вести из (14.07), что 


л 
Эти (nm)! (22 — 4/2 ¢ 1/2 пу 9 
Р” (2) = st Gt с ae 

в (2) (2m)! (а — т я | ет р. О 


("> т). 


144, Вывести из предыдущего упражнения, что при § > 0 


т! (п-т)! 


P™ (chQ = 
(2m)! (п — т)! 58" у 


14.5. Используя интеграл Неймана и разложение (7.20) из славы 2, по- 
казать, что если 2 > 4, а hk ноложительно п достаточно мало, тд 


ы anes 1 fect (1 — 2ch + №2)? | 
= О, = (1 —2ch риа)? In | 8—0 М 


С помощью упр. 7.9 из главы 2 показать, что при. |#| < 1 сумма в левой 
части сходится равномерно в любой компактной области изменения 2, не 
пересекающейся с разрезом [—1, 1], и обобщить таким образом разложение 
на комплексвые значения 5. 


$ 15. Функция Феррерса 


15.4. Если v и pt действительны, главные ветви функций 
Ру" (2) и QS (2) действительны на части действительной оси 
от 1 до co, На разрезе от —oo до 1 можно рассмотреть два зна- 
чения для каждой функции в зависимости от того, приближаемся 
мы к разрезу снизу или сверху. Заменяя 2 на 2, мы обозначим 
эти значения через Ру *(х-НЮ), Ру "(a—i0), QY (х-- 0) и 0 (2—1). 
Ни одна из этих функций в общем случае не является действи- 


1) Cp. упр. 7.9 из главы 2. 
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тельной. Однако, поскольку присоединенное уравнение Лежандра 
при действительных ци \ действительно, желательно иметь стан- 
дартные действительные решения. В интервале — со <х =-—1 
естественно выбрать Py" (—2) и 9% (—2) или е №” 0% (— 2). 
Чтобы охватить оставиитися интервал —1 <2 <1, мы введем 
следующие решения, называемые функциями Феррерса: 


PH (x) = ера (x -|- 0) = e 82 ри (x — 10), (15.01) 
QP (2) = $V vp 1) {2-10 (р -- 10) -- 7 QE (д — 10)} = 
лолит (w+ 10) ен — 10). (15.02) 


и к [2 

Эти равенства определяют Ру (x) и QY(z) для всех комбинаций 

у и |, исключая случаи у--и = —1, —2, —3, ... Очевидно, что 

Ру" (1) и 9; " (2)—также решения. Если верхний индекс равен 

нулю, то его обычно не пишут; таким образом, P,(£) == Р, (5), 

когда п — неотрицательное целое число. 
РА | [а и 

В согласованности двух определений (15.01) функций PY (x) 

можно убедиться, обходя особую точку х == 1 и используя (12.04) 
(где и заменено на —и). При этом мы получим также 

А-Нх\и/2 


Pe (e) = (7=5) ву ь 


— =) (15.03) 


Равенство (15.03) можно использовать для обобщения определе- 
ния функции Ру(2) на комплексные значения v, ри 2: разрезы 
при этом выбираются вдоль интервалов (—oo, —1] и [4, 00) 
изменения FZ. 

Соответствующие выражелия для других функций Феррерса 
выводятся из (15.03) и формулы связи 


2Qsin ps Twat) p— hs 
SOU OF (x) = cos вр! (2) — ea Py" (2), (15.04) 


которая сама получается из предыдущих соотношений п форму- 
лы (12.11). Получаем 


29т Нл ри = А-а \n/2 ы м. 1 
> Оу (2) cos ия( =) F(v+4, vid wy 52) 


1 ь 


T(wtpt 4) /1—2\n/2 а Е ght = 
_ Я F(v +4, wi+ug—F =) (15.05) 

Нри действительных значениях № и и, таких, что у > —1/2 
ир>0'), предельные формы Ру"(2) и 9" (х), когда x стре- 


1) Cp. $ 124. 
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митоя к особой точке 1 слева, можно вывести из (15.03), (12.21) 
и (12.23). Они имеют вид 


1 2 \и/2 == 4 4—-2\p/2 
ве ram (res) + Pe газы (at) 
(15.06) 
QE (2) 4 cos лГ (и) =e 0" (. 
хх AZ) ^^ SP COS YL | ae ’ 9, (z) ~ 


rao l(w—w+4) (_2_ywe ь 
~ Petey (=), 5.00 


Р, (2), 9+ а :} (15.08) 


при условии, что гамма-функции конечны, а cos отличен 
от нуля. 

Рассмотрение этих предельных форм показывает, что ни одна 
из пар решений Ру" (2), 0$" (2) не является численно удовлет- 
ворительной в окрестности точки x = 1 ни при каких неотрица- 
тельных значениях v-+41/2 и р. Однако в случае, когда у и и — 
неотрицательные целые числа, Pi” (2) и Ол (2) являются удов- 
летворительными. 

15.2. Функции P(r) и 0% (5) аналитичны в х = 0 и поото- 
му их можно разложить в ряды Маклорена. Эти ряды понадобят- 
ся нам в последующих главах; их можно вывести следующим 
образом. 

Дифференциальное уравнение, которому удовлетворяют функ- 
mun (1 — 2?) ?Ри (2) и (1 — 2?) 201 (2), имест вид 


(2) +2 0242 о-в и =0 


(ср. (13.03)). Метод $ 3.2 дает четное п нечетное решения 


1 4 4 4,4 
w, =F ( Уф, 5 и. 


(15.09) 
aay Le ie +4; 3 Heed *} 
Поэтому 
(1 — 2) ры (2) = Аш, ++ Аш», (15.10) 
С а ху (а) = Bywy + Burr, (15-11) 


tie A;, Ao, Ви Bo не зависят от z. 

При использовании методов действительной переменной для 
определения Aj, A>, B, и В» следовало бы положить 5 > 1 в (10.10) 
и (15.11), в производных этих выражений по © и учесть формулу 
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Гаусса (9.11) для функции F с аргументом, равным 1. Вместо это- 
го мы воспользуемся менее трудоемким методом, основанным на 
предельных формах решений в случае, когда x стремится к Но. 
Положим 2 = if и предположим на время, что Rev > — 1/2 
и ни одно из чисел р, 2%, VE не равно целому числу или нулю. 
Полагая &-» ©, мы получаем из (15.03), (15.09) и (10.16) 


Г (2v £4) eV TWA/2ev 


— х?у/2ри ae 
Bt ee QT (v-F4yP(v— pt) 


и 
зы 1) 
li? (» ak и 
ЕЯ т Ty 
Гун 5) г(5* rete) 
д 1 
at! r(v ЗВ и 
Wy~t T я 1 5 
ar (3+ из вгу эн) 
Следовательно, 
ели? A, ь 
at (v--p-F 1) wr го 1 
asl в г (У УИ гг (°-эи+з) 
т 1 1 = 1 
эг (ук а г(ху-зв- 1) 
Аналогично, полагая == —ig и &-* oo, мы нолучаем такое же 


равенство, но с противоположными знакамиг перед & Решепие 
этих двух уравнений дает 


2и1/2 
ео я т Гу’ 
г(5* эн - :г( TY эн 5) 
ради (15.12 
A, = 


1 4 1 1 1 $ 
г(;› +) г (5-21) 


причем все ограпичения на параметры спимаются с помощью ана- 
литического нродолжения. 

Чтобы найти коэффициенты в (15.11), мы применим формулу 
связи (15.04). Из (15.10) и (10.03) имеем 


(1—2)? руи (x) == Азия + Ам, 


rae А; и Ag получаются соответственно из A; и Ag заменой 
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в (15.12) p на —u. Тогда 


В nt (v-b wt 41) cos wt A, = A, 
aii 2sin pn Г-н T(v—p-+ 1) 
и 
Я Г-н | cos pty A, 
ar 2 sin [+ Уно Гир 


Используя формулы (15.12) п пронзволя некоторые сокращения, 
мы находим, что 


B= али (ve palall (yy } зв) № у— 


2 л/с 05 ((z v-+ zt) д Г [2 У xn + ‘fe (= v— 


+ 2) (15.43) 


cecum vtp 5 —1, —2, —8,... 


УПРАЛИППИЯ 


15.1. Ноказать, что 


1 14 
Qui) =z In ). @ 


где Wy (2) — многочлен степени п и 


5 


Wot Wwo=7r, Wiwazer tay. 


45.2. Показать, что если в и т — положительные целые числа, TO 
Вт (2) = (— "(1 22/2 pln), Q" (x) = (— "(1 — 2/2 т) (=) 


и 
4 


1 4 
рат (x) = (1— =)" | i} me fr, (x) (dx). 
хх Ps 


15.3. Вывести m3 (15.06) и (15.07) соотношения для вронскланов= 


oe cos ил 
WARS (x), я} Ща. 


T(v-+-u--4 1 
(Ро, QE) т 


Проверить этот результат, вычислив значения в точке х == 0- 
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15.4. Доказать, что при хе (—4, 1) 


Pi (— 2) = c0s {(v + 1) x) PH (2) — = sin (у в) a) ОВ (а, 


Qe (= 2) = — Fain ((v + p) x} PH (x) — cos {(v-E в) a} QU (2). 


15.5. Показать, что 


f{e- Уи se) Bit (zy PHY (2) dn == 


ри f 
= (1— 2?) ¥ (PH (x), PK (x)}. 
Вывести с помощью формулы (14.04) и предыдущего упражнения, что осли 
Ly т и п — неотрицательные целые чиела, то 
1 
fet PH Ge) de = By 
1 


(п-т! 
(ип— т)! (a+ 1/2) 


паб, ИВМ {т > 0). 


ти тт 


Я Bt Ge ppt 
Ри (2) Pl (2) 
| 1—«x 


—1 


15.6. Пусть и и х фиксированы, причем значение x действительно и по- 
ложительно. Вывести из (15.03), что если У стремится к бесконечности ив 
последовательности положительных значений, то wrt {cos (x/v)} стре- 


мится К J, (1). 


Исторические сведения и дополнительные ссылки 


Почти весь материал этой главы является классическим. Существенным 
образом были использованы книги Бейтмена и Эрдейи (1973) и Уиттекера п 
Ватсона (1963). В данном выше выводе свойств гипергеометрической функ- 
Tun и функций Лежандра уделено несколько больше внимания аналитиче- 
ской тсорпи дифференциальных уравнений, особенно голоморфности относи1- 
тельно параметров (теорема 3.2). 

Новые обозначения F и Q для решений гипергеометрического уравнения 
и присоединенного уравнения Лежандра были введены с некоторым колеба- 
нием. Однако в настоящем подходе использование решений, целых по всем 
параметрам, имеет существенные препмущества. Кроме того, многие форму- 
лы, в которые входят F 9, упрощаются для функций Ри 0. 

$$ 1-6. Относительно обобщения на линейные дифференциальные урав- 
пения более высокого порядка и системы уравнений см., например, Айпс 
(1939) или Хартман (1970). Каждая из этих работ содержит также обширные 
исторические сведения. 

$$ 9—11. Относительно дальнейших ссылок и свойств гипергеометриче- 
ской функции и особенно обобщенных гипергеометрических В с 
тие и Эрдейи (1973), Каратеодори (1960), Слейтер (1966) и Люк 
(1969a, b). 
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$$ 12—25. Классической работой по функциям Лежандра является кни- 
ra Гобсона (1952). Другие обширные исследования включают книги Сноу 
(1952), Робина (1957, 1958, 1959) и Мак-Роберта (1967). 

В интегральных представлениях в теореме 13.1 для Ру № (2) на парамет- 


ры наложены более жесткие ограничения, чем в интегралах по петле, пс- 
нользованных Гобсоном (1952, $ 118) в качестве определения. Препмущест- 
во нашего подхода заклточается в том, что он сразу выявляет свойство под- 


чиненности функции Ру # (2) в точке 2 = 1. Питогральное представление в 


теореме 13.2 для QF" (=) совпадает с определением Гобсона (Гобсоп, 1952, 


$ 125). 
$ 15.1. Феррерс (1877) рассмотрел присоединенное уравнение Лежандра 
в случае, когда V и и — неотрицательные целые числа, и детальво изучил 


только одно решение, которое он обозначал через TY) (2). В наших обозна- 
ченилх 1% (x) = (— 1)" PY (2). 


ГЛАВА 6 
ПРИБЛИЖЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ — ГРИНА 


$ 1. Преобразование Лиувилля 


1.1. В этой главе мы пачпинаем изучение приближений для ре- 
зиений дифференциального уравнения вида 
dw 


= Нади (1.01) 


в котором x — действительная HIM комплексная переменная, 
а j/(%) — заданная функция. Все однородные линейные дяффе- 
ренциальные уравнепия второго порядка могут быть приведевы 
к этому виду подходящей заменой зависимой пли независимой 
переменной. 

Простейнтее приближение получается, если предположить, что 
1(2) — постояпная величина. Тогда 


ш = Ас“ 4 Be), (1.02) 


rie А и В — произвольные постояиные. Приближение имеет та- 
кой же вид, если функция ](т) непрерывна, а рассматриваемые 
интервал или область достаточно малы и не содержат начала ко- 
ординат. Другими словамп, формула (1.02) дает описание ло- 
кального поведения решений. В частности, можно ожидать, что 
в интервале, где функция f(x) действительна, положительна и 
медленно меняется, решения уравнения (1.01) пмеют экспонен- 
циальный характер, т. с. могут быть записаны в виде линейной 
комбинации двух решений, величины которых монотонно измо- 
ияются, причем одно возрастает, а другое убывает. 

Лналотично можно ожидать, что в интервале, The функция 
(=) отрицательна, решения (1.01) имеют тригонометрический 
(или осцияляторный) характер. В последующих параграфах мы 
увидим, что эти предположения, вообще говоря, верны '). 


1) Исключением является, например, случай, когда f(z) = a(a— 1)/2?, 
где «> 0и а — такая постоянная, что 0 < a < 1. Хотя функция f(x) от- 


рицательна, решения w = Act + Вх!-“ при © = 4 nan w= xh(A + Binz) 


при © == 1/2 не являются осциллирующими. 
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1.2. Для большинства задач приближение (1.02) слизиком гру- 
бо. Мы попытаемся улучшить его, предварительно преобразовав 
(1.01) в дифференциальное уравнение такого же типа, в котором 
функция f(z) заменена функцией, изменяющейся медленнее. 

Теорема 1.1. Пусть ш удовлетворяет уравнению (1.01), 
E(t) — произвольная трижды дифференцируемая функция x и 


W = {5 (2) } и. (1.03) 


Тогда функция И’ удовлетворяет уравнению 


Ltr — (x ue) W, (1.04) 


где точка обозначает дифференцирование по Е. 

Это утверждение проверяется прямой лодстаповкой. Если рас- 
сматривать 5 как независимую перемеиную, то уравнение (1.01) 
преобразуется в 


2 i >. 
Е == 4} (2) ш. 
42 2 


Слагаемое с первой производной исчезает, если взять новую зави- 
симую переменную в форме (1.03). Нри этом уравнение приян- 
мает вид (1.04). 

Преобразование, указанное в тоореме, известно под названием 
преобразования Лиувилля. Второе слагаемое в коэффициенте пе- 
ред И’ в (1.04) часто записывают в виде 


iy 8 5 a i: 
ate Ey (BN) == — 5 (т, 8}, 


5 


где {x, Е} — производная в смысле Шварца, 


3fx\* 
—5|[=). 
=) 
1.3. Для заданной функции f(x) добиться, чтобы коэффициент 
перед И’ в (1.04) был постоянной величиной, не проще, чем точно 


решить первоначальное дифференциальное уравнение (1.01). По- 
этому мы ограничимся тем, что выберем E(x) так, чтобы член 


2?|[(х) был постоянным, причем мы можем без потери общности 
считать его равным единице. Тогда 


5) = [лез (1.05) 


Если предположить, что функция f(x) дважды дифференцируема, 
то можно вычислить производную в смысле Шварца, и уравнение 


16* 
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(1.04) принимает вид 


= = (Е ФТ’, (1.06) 

где P 
4f (2) #" (x) — 5f’? (r) 1 a@ 4 is 
167 (x) ВП а (==). (1.07) 


До сих пор выкладки были точными. Если же теперь пренебречь 
вкладом ф, то независимыми решениями уравнения (1.06) будут 
функции е=". Возвращаясь к первоначальным переменным и заме- 
чая, что (2) =]? (2), мы получаем 


we дитей! ae “be веет, (1.08) 


где А п В — произвольные постоянные, Это выражение называет- 
ся приближением Лиувилля — Грина (ЛГ)') для общего решения 


уравнения (1.01). Выражения в формуле (1.08) 5-1 Мехр( | аз) 


и ft exp—(f 1/42) называются ЛГ-функциями. 

Очевидно, что точность приближения (1.08) связана с вели- 
чиной отбрасываемой функции Фф в рассматриваемой области. 
Строгое исследование этой зависимости будет проведено в следу- 
ющих параграфах. Здесь же мы просто отметим следующее: мож- 
но ожидать, что величина [P| мала и, следовательно, приближе- 
ние становится более точным, если величина |/`*| достаточно 
мала или медленно меняется. Этим условием охватывается и слу- 
чай, когда применимо более простое приближение (1.02). 

Отметим сразу же важный случай, когда указанное приближе- 
ние становится неприменимым: интервалы или области содержат 
нули функции ]. Очевидно, что тогда функция ф обращается 
в бесконечность в этих точках и приближение теряет смысл. Нули 
f называются точками поворота или точками ветвления дифферен- 
циального уравнения (1.01). 

Основанием для таких названий является то, что когда пере- 
менные действительны, а нуль — простой (или, в более общем 
<лучае, нечетного порядка), то он отделяет интервал, в котором 
решения имеют экспоненциальный вид, от интервала, где они 
осциллируют. 

В настоящей главе мы предполагаем, что все рассматриваемые 
области не содержат точек поворота. 

1.4. Другой формальный путь?) вывода ЛГ-приближения co- 
стоит в использовании уравнения Риккати 


Но? = |, 


') Оно называется также BKB (или ДВКБ-)-приближением, см. стр. 291." 
2) Длеффрис и Свирлс (1969, $ 17.122). 
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которое можно получить из (1.01) с помощью подстановки w= 
=exp({ ode . Чтобы решить это уравнение, мы сначала отбросим 


слатаемое 5’ и получим, что vs +/'/? ==. В качестве второго 
приближения имеем 


VfB : FN yg 
ve t(f—v) == + se) 1 — т, 


при условии, что |{| < 2|1|3?. Интегрирование последнего вы- 
ражения приводит к формуле (1.08). 
1.5. Преобразование, определяемое формулами (1.03) и (1.05), 
можно применить и к дифференциальному уравнению 
а?» 


SF == (f(a +a(o)yw. (1.09) 


Тогда мы нолучим 


a(t чер), (1.10) 


где функция ф определяется равенством (1.07). Так же, как и 
раньше, если |p| < Ти |#| < || в интересующей нас области, 
то MOMHO надеяться, что выражение (1.08) приближает реше- 
una (1.09). 

Мы можем, конечно, рассматривать коэффициент f(x) + g(x) 
в (1.9) как одну функцию переменной x и использовать формулу 
(1.08), заменяя f на f+g. Однако когда коэффициент перед w 
разбивается на две части, часто можно получить лучшее прибли- 
жение !); кроме того, упрощается вычисление интеграла в (1.08). 
Эти преимущества станут более очевидными ниже в $$ 4 п 5. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1.1. `Применяя последовательные преобразования Лиувилля, доказать 
тождество Кейли 


Вывести формулу ° 


1.2, Показать, что если р — дважды дифференцируемая функция, а а — 
дифференцируемая функция, то уравнению 


aw aw 41 а ,4 а? Ре 
мена +9 РА т (р ии =o 


1) Первым это отметил, по-видимому, Джеффрис (1924). 
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удовлетворяет функция 
W =p exp (+ i) pdx — $ [= 


1.3. Показать, что приближение (1.08) является точным тогда и только 
тогда, когда / = (az + 6)-“, где а и Ь — постоянные. 
1.4. Пусть дано уравненце 


dw 
я =% (a—1) 27°, 


в котором @ —- большая положительная постоянная; показать, что при g(r) = 
= 0 (см. (1.09)) отношение ЛЕ-функций к соответствующим точным peine- 
ниям близко к единице, если --8% «< шх < 8а. Показать также, что при 
Е(=) = — 2-3/4 ИГ-функции являются точными решениями. 


$ 2. Оценки остахочных членов: 
действительные переменные 


2.1. Рассуждения, приведише к формуле (1.08), были чисто 
формальными, Основным допущением было предиоложение о том, 
что решения дифференциального уравнения (1.06) или, в более 
общем случае, (1.10), пе отличаются существенно от решений 
упрощенного уравнения 42И7/4=? = W. Следующая теорема дает 
строгое обоснование в случае решенпя эксноненциального типа. 
Вторая теорема (§ 2.4) относится к осцилляторному случаю. 

Теорема 2.1. усть в заданном конечном или бесконечном 
интервале (a, а?) функция f(r) положительна, действительна и 
дважды дифференцируема, g(x) — непрерывная действительная 
или комплексная фупкция и 

( i | —& ах. (2.05) 


F (2) = { {am г ий Es 


Тогда в этом интервале дифференциальное уравнение 
aw р р 
Pe = {f (2) +g (a)) w (2.02) 
имеет дважды непрерывно дифференцируемые решения 


ил (x) = [1 (x) exp {ла 42] {1 -- е, (2)}, 


20: 
w, (2) = М (x) exp {— ле (в) dx} {1-Е в, (2)}, _— 
такие, что 
fit 
Jes (2) <exp{y Faja(F)}— 1, (2.04) 


zhe@le@l<exp{z Pax} = 1,2) 
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при условии Va,x (РГ) < оо. Если функция g(x) действительна, 
то решения также действительны. 

Интеграл (2.01) будет далее называться функцией контроля 
ошибки для решений (2.02). Достаточно доказать теорему в слу- 
чае j = 4; соответствующий результат для } = 2 можно будет 
получить, заменяя в (2.03) х на —2. 

2.2. Мы начнем доказательство теоремы 2,1 с применения 
преобразований (1.05) и w =] '/* (2) И”. Уравнение (2.02) при- 
нимает вид 

4?’ 
где “ae 


Е = (2.06) 


=, (2.05) 


(ср. (1.07) п (1.10)). Выбор постоянной интегрирования в (1.05) 
несуществен: он влияет лшиаь на величину постоянного мпожите- 
ля, на который умножается окончательное решение. Поскольку 
функция f положительна, — является возрастающей функцией 2. 
Положим & == a и & == 42 в точках х = а, их = ag соответствен- 
но; тогда при сделанных предположениях w(—) непрерывна 


в (0, аз). 
Подставив в (2.05) 
И’ (5) =е (Ни), (2.07) 
получим ; 
WY (§) 2h’ (5) —4(5)1 (8) = 4 (8). (2.08) 


Чтобы репшть это неоднородное дифференциальное уравнение от- 
посштельно h(E), мы рассмотрим член p(§)h(&) как поправку 
и перенесем его в правую часть. Применяя метод вариации пара- 
метров (пли постоянных), мы найдем, что 


Е 
h(t) = +( {1 — eB} py {1 + № (6) dv. (2.09) 


Можно проверить дифференцированием, что любое дважды диф- 
ференцируемое решение этого интегрального уравнения Вольтерра 
удовлетворяет уравнению (2.08). 

Уравнение (2.09) можно решить методом последовательных 
приближений, использованным в главе 5, $ 1. Прежде всего, мы 
предроложим, что точка о! конечна, а функция p(—) непрерывна 
в 1. Определим последовательность й, (Е), s = 0, 1, ..., соотно- 
шениями ho(&) =би 

$ 


В, (и ев} $6) {1-5 №—16)}% (GS; (40) 
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в частности, 
& 
В, (Е) =4{ {1 — e2?—-3)} p (v) dv. (2.41) 


Поскольку Е—Р > 0, мы имеем 
0 = 1— 22-9 < 4. (2.12) 


W(é), где 


Следовательно '), {21 (& |< + 


Е 
WE = | 14 (6) | dv. 


Предположим теперь, что для некоторого значения $ 
1%, (5) —1,-1 (8) | SW" (8) /(512*°) (2.13). 
как, например, в случае $ = 1. Из (2.10) имеем 


Вы (В — № (9 = 


$ 
[пез © — 6) (SN.  @м 
Следовательно, 
hey (E)— Ag (Е =e и г. И 
[№4 (9—1, ( Этот 94 4 Е 


Поэтому неравенство (2.13) можно доказать по индукции для 
всех 5. Так как функция Ч (Ё) ограничена, когда § конечно, ряд 


AQ = Уф, ) (2.45) 
8=0 


сходится равномерно в любом компактном интервале изменения Е. 
То, что h(§) удовлетворяет интегральному уравнению (2.09), те- 
перь можно установить, суммируя выражения (2.14) и исполь- 
зуя формулу (2.11). 

Чтобы доказать, что функция h(E) дважды дифференциру- 
ema, достаточно убедиться в равномерной сходимости ряда 


1) Равенство имеет место в случае Ё = о. 
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Хе №. ()}. Дифференцируя (2.11) и (2.44), мы получаем 


—„ 


hy (£) = | 2 р (v) dv, 
а, (2.16) 
Е 
Has (@) — BCR) = | 2-9), — hs) A. 


Используя неравенство (2.43) и оценку |e?" | <1, находим, что 


wet (8) 


ce (&=0,1,...). (2.47) 


(9 — № (98 


Этим устанавливается равномерная сходимость ряда У (=) — 
—1.(Е)} в любом компактном интервале. Для второго дифференци- 
рования мы используем соотношения 
hy (9 = — hi © +), 
hiss (BE) — 13 (9 = — 2 hess (© — 15 (9} + VO (hy (O— №1}. 


Суммируя все сказанное, мы видим, что уравнению (2.05) 
удовлетворяет функция (2.07), в которой #(&) задается формулой 
(2.15). Применяя оценки (2.13) и (2.17) к ряду (2.15) и к его 
производной, нетрудно установить неравенства 


О И ©" — 1. (2.18) 


Возвращаясь к переменной х с помощью дифференциального 
соотношения 4 = Д’4х, мы находим, что выражение — | ap (Е) ЧЕ 
равно функции контроля ошибки F(x). Поэтому Ч (=) == (Ё), 
и неравенства (2.18) превращаются в искомые оценки (2.04). 

2.3. Остается рассмотреть следующие случаи: 1) значение 0 
конечно, а функция {ф(Е) разрывна при & = a, и 2) a = —oo, 
Заметим, что функции #, (=) определяются теперь через интегра- 
лы © GecronetearnT пределами. Однако, по предположению, инте- 


грал | | (5) [dv сходится, и это гарантирует (абсолютную) сходи- 
ay 

мость всех интегралов, встречающихся в выкладках. Тот факт, что 

ряд (2.15) удовлетворяет соотношению (2.09), можно установить, 

воспользовавшись наличием мажорирующего ряда (глава 2, $ 8.2). 

Остальная часть доказательства проводится, как и раньше. , 
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Следует отметить, что в силу оценок (2.04) решение w) (x) 
удовлетворяет условиям (см. формулу (2.03) ) 


2, (x) 0, f-1/2 (2) в! (x) +0 (1—а, -- 0). (2.19) 


Аналогичное утверждение справедливо и для второго решения. 
2.4. Соответствующая теорема для уравнений с решениями 
осцилляторного типа формулируется следующим образом. 
Теорема 2.2. Предположим, что выполняются условия тео- 
ремы 2.1 иа — произвольная конечная или бесконечная точка из 
замыкания (аи, a2). Тогда в (a1, a2) дифференциальное уравнение 


oe = {— 9-Е} (2.20) 
имеет дважды дифференцируемые решения 
w; (2) = f-V5 (a) exp {# [12 (w) de} {1 г, (a), 
ш (2) = f-M" (в) exp{—t [2 (г) dx} А + г, (2)}, 


такие, что 


12,(2) | < exp {%,.(Ё)}—1, (2.22) 
"2 (2) |= (2) | < exp 0%. «(Е)}—1 (=4. 2) 


при условии .,.(Р) < со. Если функция g(x) действительна, ro 
решения и! (2) и W2(L) являются комплексно сопряженными. 
Доказательство аналогично. Интегральное уравнение, соответ- 
ствующее (2.09), имеет вид 
ё 


ве | dey POU +AO}dr, — (2.23) 


a 


где © есть значение & в точке «=a, Отсутствие коэффициента 
1/2 иеред вариацией в (2.22) по сравнению с (2.04) обусловлено 
тем, что наилучшая оценка ядра в формуле (2.23) имеет вид 
[41—22 | <= 2 

Выбор точки а фиксирует начальные условия, которым удов- 
летворяют решения: 


=, (2)—0, fr-V2 (a) ej (2) +0 — (х—а,]=42). 


Аналогичной свободы выбора нет в теореме 2.1, поскольку нера- 
венство (2.12) не выполняется при & < 5. 


УПРАЖНЕНИЯ 


2.1. Заменим условия расти (=) и g(x) на условия кусочной 
непрерывности так, чтобы f(z) и Г(х 2) остались непрерывными. Показать, 
что теоремы 2.1 и 2.2 и в этом случае будут справедливыми, если исключить 
Утверждение о непрерывности вторых производных решений. 
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1 Ша 
22. Показать, что в теореме 2.1 величина =- le; (x) + (— 191-1? (ах 
xe; (2) | ограничена правой частью неравенства (2.04), а в теореме 2.2 
fop——t/2 . Ра 
величина |e; (2) + (= лу 312 (2) =; (2) | ограничена правой частью нера- 
венства (2.22), (Это полезно дая вычисления производной функция 


1/4 (г) ш (2). 
23. Пусть а и Ь— произвольные положительные числа. Показать, что 
в [а, cc) уравнение 
ш” (x) = (e?* + 216 cos 2) w(x) 


имеет решения р: (2) exp (- fe + =) и р» (2) exp (- +e — = rie 


Гоа) —4] < exp{(B? + 4/64) (ее — e-)} — 1, 
| Pa (2) = 11 < exp {(62 -1- 1/64)? г} — 4. 
2.4. Показать, что если w(x) = (44. 279/10) w(z), w(1) =Тиш’(1) = 
= 0, то 
ш (2) = {ery (2) wy (1) — wy (2) 15 (К (4) wy (1) — wy (9, (1}, 
rae функции w(x) н w(x) задаются равенствами (2.03) при a, = 1, аз = 2. 
Вычислить приближенное значение w(2) и оценить максимальную ошибку 
этого результата. 
2.5. Показать с помощью упр. 2.2, что при действительной функции g(x) 
уравнение (2.20) имеет общее решение 
(2) = Aj-¥4(2) fsin{ [ 7/2(2) de + 6} + (2), 
в котором A и 6 — постоянные в 
[2 (2) |, #1? (x) |2”(2) | < exp {Ha x (F)} — 1. 


Показать, что если a, и а› консчны, а значения (а!) и ш(а2) заданы 
{граничнал задача), то 


х 
(Hani ( oe arf tes a 
Flas) |" Ш : 
Ta sin c+ &y (a) w (а) -- 


„эт | AP (1) а +b в, (x) 
+ {Lea и |. | 
f(x) sin ¢ + €5 (ai) w (a), 


где ся ГА п fe, © | <exp{7,,, (В) 1. 


а 


$ 3. Асимптотические свойства 
относительно независимой переменной 


3.1. Из соотношения (2.19) можно извлечь следующую инфор- 
мацию о поведении в концевой точке а, решения #! (2), введен- 
пого в теореме 2.1: 


и (2) ~ fh exp (1 паз) (z-—> a, + 0); (3.04) 
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аналогично, 
ш, (2) ~ J-M*exp(—f fide) (w@+a,—0). — (3.05) 


orn результаты справедливы независимо OT TOTO, конечны или пет 
значения 4; п 42; они не зависят также и от того, остаются или 
нет функции / я |&| ограниченными при приближения к точкам 
1 и 45. Для справедливости этих результатов достаточно, чтобы 
функция контроля ошибки F(x) имела ограниченную вариацию 
в (4, аз). 

В интересном случае, когда интеграл { pede не ограничен 
при стремлении © к концевой точке, естественно поставить вопрос, 


существуют ли решения, назовем их W3(X) и 104(57), © дополии- 
тельными свойствами 


w, (x) ~ f-Mexp (f паз) (да. — 0), (3.03) 


w,(2)~f-Mexp(—ffv%dr) (wa, +0). — (3.04) 


Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим сначала поведение 
решения #1: (2) в точке аз. 
3.2. Теорема 3.4. Предположим, в дополнение в условиям 


теоремы 2.1, что Уна, (Е) < 00 и | futda— 00 при x > а— 
Тогда 
21(2) >a (a— постоянная) {1/2 (x) 8; (2) > 0 (x > a—0). (3.05) 


Из теоремы 2.1 мы знаем, что величина |21(2)| ограпичепа 
в (@, a). Смысл сформулированной теоремы состоит в том, что 
£1(x) не может. неограниченно осциллировать, когда г стремится 
к 42. Доказательство приведено ниже. 

В настоящем случае 2 == со (ср. (1.05)). Для любого малого 
положительного числа 1 найдется такое 4 © (a1, CO), что 


°° 
\ip@|a =n. 
SJ 
Предположим, что & >> y. Тогла, разбивая область narerprpora- 
ния в первом выражении (2.16) на две части точкой Y, мы ви- 
дим, что 


y : 
Ini (|5 еее | фо [аь + | (ао < ев (y) +n, 

Oy ¥. 
Аналогично из (2.13) и второго соотношения (2.16) получаем 


р р 20 45+1( 7) ‚ 4" (=) 
[rei (© — №5 (|< CEH Ps 


(s > 4). 
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Суммирование дает неравенство 
1%” (2) [< 22299 {еси — 4} 4. и, 
Первый член в правой части стремится к нулю при & > oo, А по- 
скольку число произвольно, то отсюда следует соотношение 
В’ (=) —0 при &-— co, эквивалентное второй формуле в (3.05). 
Далее, из (2.11) и (2.14) — (2.16) мы имеем 
ТУНИСЕ 3.06 
(9 =5 1 (9—5 (9, (3.06) 
re - 


& Е 
= | $ (6) 42, 1, = | ap (в) {h, (©) — №: (v)} dv {$ > 1). (3.07) 


При § >= 1 мы можем, как и раныше, получить из (2.13), восполь- 
зовавшиись возрастанием функции Ч (Е), неравенство 


(&) 


fo 


[1 (9 — 55 


t 
= |4 (>20. 
У 


Поэтому 
18 hy I< Fev y(t) — 4 (У (© — № (x) I. (3.08) 


Правая часть стремится к нулю, когда § и Y независимо друг от 
друга стремятся к бесконечиости; следовательно, #(5) стремится 
к постоянному предельному значению. Этим устанавливается пер- 
вая из формул (3.05), и доказательство теоремы 3.1 закончено. 
В силу симметрин аналогичный результат верен для 122(5) в а1. 

3.3. В заключение доказательства теоремы 3.1 мы укажем, 
ким образом можно получить информацию о способе приближе- 
ния #1(1) к пределу #1(42), например, прп х-— 42—0. Полатая 
Е — сов (3.08) п заменяя затем \ на &, мы получаем 


[вл (2) — & (@.)[ = [1 (9 — 1 (05) | 5 


«ети (о) — VQ} -- ИВ. 8.09) 


Из (2.13) и (2.16) вытекают неравенства 


: 
[hi (E)[< | 22-8 {pw fav, 


| 
ен @— КС HEY yey ae. 
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Суммирование и подстановка в (3.09) дают 
[2; (2) — в (а,) [< ms 
ыы | ФГ» +f eb p¢o] ah. (3.10) 
& Oy 


Дальнейшие свойства зависят от поведения p(v) при voce: 
один из примеров будет приведен ниже в $ 4.1. 

3.4. Теперь мы вернемся к вопросу, поставленному в $ 3.1. 
Пусть #1(42) спова обозначает предельное значение #1(2) при 
1—4. — 0. Тогда из (2.03) мы имеем 


wy (2) ~ {1+ в (ay)} хр (| fdr) (т-а.-—0, — (340 


при условии, что #1 (а2) 5= —1. Фактическое значение ©;(@2) па- 
шей теорией не дается, но оценку можно получить из (2.04) при 
7 = Large ag. Ecuu интересоваться только исследованием асимн- 
тотического поведения решений дифференциального уравнения 
в 42, то можно заменить а; любой удобной точкой а: из пинтерва- 
ла (Qj, а2}. Эта замена, конечно, отразится на ш1(2) и а, (a2), од- 
нано соотношение (3.11) останется слраведливым. Полагая зна- 
чение а; достаточно близким к 42, мы можем сделать величину 
и_ (Е) произвольно малой, гарантпровав тем самым, что 


tats 
1-Е =1 (а2) не обращается в нуль. После этого деление обеих частей 
(3.11) на 1-е! (42) показывает, что решение W3(x) со свойством 
(3.03) существует. 2 

Поскольку выбор а, в предыдущей конструкции произволен 
(до некоторой степени), решение шз(х) ue единственно. Таким 
образом, ситуация в концевых точках аналогична той, с которой 
мы встречались в главе 5, $ 7. В точке а> решение w3(x), удовлет- 
воряющее соотношению (3.03), является доминирующим, но не 
единственным; решение wie, удовлетворяющее (3.02), — подчинен- 
ное и единственное. Аналогичные утверждения справедливы для 
решений w; (2) и #4(2) в точке a). 

3.5. В случае теоремы 2.2 получаются результаты, отличные 
то в общем случае остаточные члены &:(1) и e2(x) осциллируют 


от приведенных. Например, если | f2dx— оо при 2—4 — 0, 


при 1—а42—0. Далее, решение, удовлетворяющее одному из 
условий 


д-р“ exp(-t i { таз) (x a, — 0), (3.12) 


является единственным. Оба эти утверждения можно проверить, 
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представляя общее решение дифференциального уравнения в виде 
линейной комбинации решений, описываемых теоремой 2.2. 
3.6. Рассмотрим в качестве примера решения уравнения 


= (хНшх)ш (3.13) 


при 4 -— ©. Мы не можем взять f = хи g = Inz, поскольку ин- 
теграл | gf-'’de расходится при dz = 00, Поэтому мы положим 
1 ztlne п в = 0. Легко видеть, что при больших 1 функция 
17" (-1*)" имеет порядок 0(2-5?). Следовательно, Y(F) схо- 
дится в OO, и асимитотические решения уравцения (3.13) имеют 
вид 


(2 4- In z)~1/4 exp {= | (= a)2dz}, 
Этот результат можно упростить. При больших x имеем 
(e+ In 2)172 == 22 -- + a2 In a + O {2-1/2 (In x)?}. 

Следовательно, 

2 9 ‚ 

{= + № 2)/24х = в 23/2 -|- хип — 21/2 +. const + 0 (1). 

В соответствии с этим уравнение (3.18) имеет единственное ре- 
шение 122(7) такое, что 


w, (2) И Ухехр (= = zo") thee) 


и неединственное решение W3(Z) такое, что 


и: (2) 2. У ехр (3 2 3/2 2x2) (“> оо). 


УПРАЖНЕНИЯ 


3.1. Предположим, что выполнены условия теоремы 2.1 п, кроме того, 

а, а. (F) <°, iy fda co npn x—> ap—0 1 [пал — co при #—+а-|0. 

Рассматривая звронскиан относительно & функций f/4w, п f'/4we, доказать, 
что 2 (@2) == 22 (а). 


1 
3.2. Показать, что уравнение w” | ( 1х—е* | ш-=0 имеет 


Е ш’ 
2 16 
решения вида {1--0 (хе-*/?) }ехр(—2е*/?) и {1-+4-0(1) }exp(2e*/2) при —> оо. 


3.3. Показать, что уравнение ш” 4+ (2c-*+ 2—4) ш =0 имеет два комп- 
лексно сопряженных решения вида 


АРЬЕ {1 of + (4i-—1)2+0 «} при x->-+0. 
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$ 4. Сходимость (Е) в особой точке 


4.1. Если аз — конечная точка, то достаточные условия огра- 
ниченности 7 (F) в а> имеют вид 


1(®) — 


хо [ет] (2a —0), (4.01) 


(а; — 2)" 


где с, я и В — положительные постоянные, при условии, что пер- 
вое из этих соотношений является дважды дифференцируемым. 
Тогда 


Ир) = O(a, фа), ага, — a) (4.02) 


(ср. (1.07)). В соответствии с этим F’(x)= 0{(а2—2)°"!}, где 
5 = шш (<, В). Поскольку 5 >0, мы получаем неравенство 
VY х,а, (Е) < 00, которое дает возможность применить теоремы 2.1, 
2.2 и 3.1. 

В случае теорем 2.1 и 3.1 более точную информацию, касаю- 
щуюся предельного ‘поведения €;(x) и €2(z) в точке а2, можно 
получить следующим образом. Из (4.02) вытекает соотношение 
V wa; (Е) = O{ (a2 — )*}. Следовательно, 

ea(t)= 0{(аз—=)*} (1—0) (4.03) 


(ср. (2.04)). Далее, из (1.05), (2.06) и (4.02) мы получаем, что 


ТЕ 
ее 90 =O seam} @-+4-09. 4.0 


a (а, — +)” 
Поэтому в неравенство (3.16) первый интеграл в скобках имеет 
порядок O(§-°*) для больших &. Разбивая интервал (a, &) па 
4 
двое части точкой, MBI видим, что второй интеграл ограничен 
выражением 


5/2 5 


et | [2 + 9 (==) | о Вар, 


5, 


т.е. имеет порядок O(€-'~“’™), Следовательно, вся правая часть 
{3.10) имеет порядок О (5-“*). Поэтому 


в, (2) — &; (42) = O{ (a2 — z)"} (2—0). (4.05) 


Соотношения (4.03) и (4.05) являются искомыми уточлениями 
поведения #1(1) и #2(х) в точке a2. 

Следует отметить, что условия (4.01) включают случай, ког- 
да дифференциальное уравнение (2.02) или (2.20) имеет в ay ир- 
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регулярную особую точку произвольного ранга &; сравните гла- 
ву 5, $ 4.1\). 

4.2. Аналогичным образом, если a2 = ©, то достаточными ус- 
ловиями выполнения неравенства 7”, „(Ё)< со являются соотно- 
шения 


Hz)~ ое ва) От") (200), * (4.06) 


где с, аи В — положительные постоянные. Первое из этих соот- 
ношений снова должно быть дважды дифференцируемым: если 
© = 3/2, то мы считаем, что /(х)-—с и }’(1) =0(1!); когда 
&==1, то мы требуем, чтобы Г(2) =0(1') и f’ (x) = O(2-*). 
Эти условия охватывают случай иррегулярной особой точки про- 
нзвольного ранга на бесконечности. 

Рассуждая, как и ири выводе формул (4.03) и (4.05), мы по- 
пучаем 

22(2) = O(2-*), &1(х) — &1 (©) = O(x-) (2—0), (4.07) 


тде снова 6 = шт (а, В). 
4.3. Теперь мы рассмотрим вопрос о том, справедливо ли 
ЛГ-приближение в регулярных особых точках. По определению 
(глава 5, $ 4.1) точка a) является регулярной особой точкой 

уравнения я 
dtu 


rie q(z)w, (4.08) 


если фупкция g(x) может быть разложена в ряд вида 


© 


ое = Goa 4—9), 


схолящийся в окрестности 42. Уравнение (4.08) можно записать 
в стандартном виде, входящем в формулировки теорем 2.1 или 
2.2, произвольно разбивая q(x) на две функции, т. е. 


g(x) — f(z) + g(z), 


где 


i ae . | 
HO = Gap 9, 8) = Gap Ув, 9 
(4.09) 


и +f.+g.= Мы предположим, что числа } действительны 
ий >0 а функция f(x) должна быть положительной). 


1) Обозначения } и g используются теперь в другом смысле. 
47 Ф. Олвер 
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Допустим сначала, что fos 0. Тогда для достаточно малых 
[42—х| имеем 

со 

4 \ 


Mes (a, —2)*, 


а. —х 
2 =0 


Pe thy’ gf? 


The коэффициенты с, зависят oT f, 1 g.; в частности, Co 
=—(got 1/4) 2. Ясно, что для сходимости Yx,a,(f) необхо- 
димым и достаточным является выполнение условия со = 0. Ис- 
ключая случай qo = —1/4, этого можно добиться, полагая go 
== —1/4 и у = |go+ 1/4]. Если go> —1/А, то применимы co- 
отношения (3.02) и (3.11); если же 4% < —1/4, то применимо 
соотношение (3.12). 

В исключительном случае (о = —1/4 функции [и g нельзя 
выбрать так, чтобы У х,а, (К) < со. Поэтому предположим, что 
]. (r > 1) — первый не равный нулю коэффициент в разложении 
(4.09) функции f(x). Поскольку go = — 1/4, то имеем 


| is i“4y ee gf? ~ a rep he (a, = x) ee! (=> & = 0). 


Следовательно, ¥’x,c,(F) == 00. Если go = — 1/4, то некоторые ус- 
ложнения возникают и в теории, изложенной в главе 5, $$ 4 и5, 
поскольку определяющее уравнение имеет в этом случае равные 
корни. 

Аналогичные рассуждения и выводы справедливы также в 
случае, когда а2 — регулярная особая точка, расположенная в 
-- оо; детали предоставляются читателю. 

4.4. Основные результаты $ 3 и настоящего параграфа можно 
объединить в следующем утверждении. Ири подходящем выборе 
функций fu g ПГ-функции дают асимптотические представления. 
доминирующего и подчиненного решений в окрестности иррегу- 
иярной особой точки произвольного ранга, а также в окрестности 
регулярной особой точки, если показатели в ней не равны. 


УПРАЖНЕНИЯ 


4.1. Доказать, что при болыпих положительных х уравнение 
w” — 23ш' - 220 = 0 имеет независимые решения вида 1+ 0(2-“) и 
2—Зехр(2“/4) {1 + 0(2—*)}. 


ь 
4.2. Пусть функция g(x) непрерывва в (0, b) и { 1|9(=) |4х < 00; по- 
0 


казать, что уравнение ш” = g(x)w имест решения вида 1-+ 0(1) m z+ 0(z) 
при х — + 0. 

4.3. Пусть функция f(x) аналитична в конечной точке a и имеет в ней 
нуль произвольного порядка, а функция g(x) ограничена при 2 —+ а. Пока- 
зать, что Y(F) расходится в а. 
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oo 
4.4*. Показать, что если f > 0, f” непрерывна, g=0u [и [dx<o, 
x 


то Ух, (Г) << om ила» = © [Коппель, 1965]. 

4.5*. Пусть 1>8, вторая производная ]” непрерывна, =0,Х,, «(Е) < 
<< uf a < ©; BbIBecTH из упр. 4.4, пои = © и, следова- 
тельно, ту — — © при х —* ®. | 

Из этих результатов и тождества (/-!4)” = const—( 114 (pty phe 

x 


вывести, что f ~ dx~4 и Г ~ —4dz— пра x—> о, где 4 — положительная 
постоянная [Копиель, 1965]. 


$ 5. Асимптотичеекие свойства относительно параметров 


5.1. Рассмотрим уравнение 
Sar = wf @) + a (a)}w, (6.01) 


в котором и — положительный параметр, a фупкции f(x) и g(z) 
не зависят от и. Уравнениям этого тина удовлетворяют, напри- 
мер, различные специальные функции, рассмотренные в главах 
2 и5. Мы снова предиоложим, что в заданном интервале (а1, а2) 
функция f(£) положительна, a f(z) и g(x) — непрерывны. При- 
меняя теорему 2.1 и отбрасывая не относящийся к сути дела мно- 
житель u~'/?, мы видим, что уравнение (5.01) имеет решения 


шоу (и, 2) =f" (ayexp {(— 4)'"u ff? (ay dah 4 ву (и, 2) 


(j= 1, 2), 
так что 


Pajx (Г 
Je, (us 2)1<exp{ =} —1, 


[ej(u, 2) al ‘ 
uf (a) Qu $ 


(5.02) 


<oxp | 


Здесь штрих обозначает частное дифференцирование по z, а функ- 
ция (2) снова определяется формулой (2.01). Поскольку F(x) 
не зависит от и, правая часть (5.02) имеет порядок O(u7') при 
больших и и фиксированных x. Кроме того, осли Рана, (Р)< 00, 
то член с символом порядка О является равномерным относитель- 
но x, поскольку „«(Р) У а,а, (РЁ). Таким образом, 


(и, =) — Г exp {(—1) 5144} — (и оо) (5.03) 


равномерно в (а1, а2). 


7 
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Важное значение ЛГ-приближения вытекает из этого свойства 
и аналогичного результата, получающегося при применении тео- 
ремы 2.2 к уравнению 


aw 


ae = {— и*/ (2) + 8 (2)} ш. (5.04) 


Мы получили (5.03) как непосредственное следствие оценок ос- 
таточного члена, выведенных в теореме 2.1. Кроме того, как мы 
видели в $ 4, эти оценки указывают на асимптотическое свойст- 
во приближения в окрестности особой точки дифференциального 
уравнения. В силу этой двойной асимитотической природы ЛГ- 
приближение является мощным средством для получения аппрок- 
симирующих решений линейных дифференциальных уравнений 
второго порядка. 

5.2. Насколько оценки остаточных членов превосходят их фак- 
тические значения? Частичный ответ на этот вопрос дается 
асимптотическими выражениями для =;(и, х) при u— oo, Вводя 
крышечки над буквами для того, чтобы отличать символы в на- 
стоящем случае от соответствующих символов в $ 2, мы полу-, 
чаем 


Зи а-ща, $(Ю-и ve), 
(фи ни ae (Р). 
Выделяя первый член разложения (2.15) и используя (2.11), мы 


видим, что 


= (и) | $6) 4—0, (и, 2) +0, (и. 2), (65.05) 


в; (и, 2) == (2 


где 


0, (u, х) = (и)! О dv, 
ay 


9, (м, 2) = У {1 (9) — 1, (9. 
Так как функция ф(0) непрерывна в (a, @2), метод Лапласа 
(глава 3, $ 7) дает 

6. (м, 2) = 0(и-2) (uo), 


исключая, возможно, случай д == a2. Из (2.13) вытекает нера- 
BeHCTBO 


1 (2и)* 


19, (и, ai< yo 
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Подстановка этих результатов в формулу (5.05) дает 
e\(u, 2) =— (2и)- ЕР (x) — Р(а)} + O(u-*) (5.06) 


при и- со. Это и есть искомый результат. 
Асимптотическая форма оценки (5.02) для |в1(и, 2)| имеет 
вид 
—1 — 
Тез (и, 2) [== (и) ‘ук (Р) +O (um). 


Очевидно, что она тесно связана с формулой (5.06). Действитель- 
но, с точностью до О (и-?) это выражение совпадает с абсолютной 
величиной (5.06) в случае, когда функция Ё монотонна в интер- 
вале (a, 2). В этих условиях оценка остаточного члена является 
особенно точной. 

5.3. Дифференциальное уравнение может иметь особенность 
как в одной, так и в обеих концевых точках, причем формула 
(5.03) остается равномерно справедливой при условии, что (ЕЁ) 
сходится в обеих концевых точках. Этот случай имеет место, на- 
пример, тогда, когда функции f(z) и g(x) удовлетворяют уело- 
виям (4.01), если а2 — конечная точка, или условиям (4.06), если 
@2 = ©. 

Пусть теперь концевая точка, например, 42, является регуляр- 
ной особой точкой. При малых |а2— | функции f(z) и g(z) 
могут быть разложены в сходящиеся степенные ряды 


ЗУ а, — 2), 


1(2) = 
(ay о 
= = mee 85 (а, — 2), 
8=0 


в которых коэффициенты f, действительны и fo > 0. Предполо- 
жим сначала, что fo 52 0. Как ив $ 4.3, мы можем показать, что 
7(Е) сходится в ag при go = —1/4. Если go 52 —1/4, то можно 
получить сходящуюся вариацию, введя новый параметр 


и = {ut + fo' (+ + wh 


причем верхний значок относится к уравнению (5.01), a ниж- 
ний — к уравнению (5.04). Тогда дифференциальное уравнение 
принимает вид 

aw 


Sa = {+ WF (ae) +e (2)} и, 
где 


Btn) = 62) — fo! (4 + eo) а. 
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В разложении g(z) в ряд по возрастающим степеням разности 
аз — х коэффициент перед (а, —х)-? равен —1/4; следовательно, 
вариация новой функции контроля ошибки сходится в ap. 

Предиоложим теперь, что fo = 0, но f, 52 0. В окрестности точ- 
ки fg 


фа) Ус, (а, 2), 
0 


где су ==—(, -|- 3/16) Fe Поэтому 7 (F) сходится тогда и только 
тогда, когда go = —3/16. Однако на этот раз мы не можем рас- 
смотреть случай, когда go 5= — 3/46, с помощью простого переоп- 
ределения параметра. Этот более сложный случай мы затраги- 
вать не будем. 

Если особенностями f(r) и g(x) являются поллосы, то резуль- 
таты этого пункта можно суммировать следующим образом. 
Пусть в конечной точке а функция f(t) имеет полюс порядка т, 
а g(z)— полюс порядка », причем если п == 0, то будем считать 
функцию g(x) аналитической. 

1) Если т > 2 и 0=п<(1/2)т + 1, то У(Е) сходится в а. 

2) Если т=2 ип==0, 1 или 2, то с помощью переопреде- 
ления параметра можно добиться того, чтобы (Г) сходилась ва. 

3) Если т = 1, то (ЕЁ) расходится Ч а, за исключением OCO- 


бого случая, когда g(x) ~ — 16 (x — a)~ * при ra, 


Аналогичные результаты справедливы и в случае, когда f(x) 
u g(x) сингулярны B бесконечно удаленной точке. 

5.4. Мы можем также исследовать некоторые дифференциаль- 
ные уравнения, в которые параметр и входит нным образом. Рас- 
смотрим более общее уравиепие 


= (uf (и, 2) Ч (и, 2)} w. (5.07) 


Из теоремы 2.1 нетрудно вывести, что существуют решения 
w;(u, 2) уравнения (5.07), которые удовлетворяют условию (5.03) 
равномерно относительно х при выполнении следующих условий 
м хе(аь, a) |. всех достаточно больших положительных и: 
1) f(u, x) > 0; 
2) @f(u, z)/dx? и g(u, x) — непрерывные функции <; 
3) Ува, (Р) ==0 (и) при и- оо. 
Точки @; и а2 могут зависеть от и. 
Форма pans ee например, уравнения вида 


a = {u*fy (x) + ий (2) + fala}, 


в которых Функции f.(c) не зависят от и. Очевидно, что мы 
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можем взять 
Ци, 2) = fo(x)+u'fi(z)+ и? (т), glu, 2) = 0, 


но могут оказаться предпочтительными и другие способы выбора, 


например 
(и, 2) == (=) и '1 (2), g(u, 2) = f(z) 
или 
f(z) 


2 с 2 
Е ge 2) = fal) — aia 


последняя форма имеет TO преимущество, что для Hee упрощает- 
1/2 

ся вычисление интеграла | f’~(u, 2) 4х. Конечно, выбор f(u, x) 

и #(и, 2) влияет на величину оценки остаточного члена. Может 

случиться так, что вариация Уа,,а, (Г) расходится при одном вы- 


боре и сходится при другом. Очевидно, что предпочтителен тот 
выбор, при котором она сходится !). 

УПРАЖНЕПИЯ 

5.1. Показать, что оценка остаточного члена, получаемая при применс- 
нии теоремы 2.2 к уравнению (5.04), превосходит фактическое значение 
|2; (м, z)| приблизительно в два раза, когда параметр и велик, а функция № 


монотонна в (а, 2). 
5.2. Предположим, что в окрестности начала координат 


© 
4 

Dies saa У ==, 

#0 8-0 


rie fo # 0. Показать, что #(Ё) сходится в точке д = 0 тогда и только тогда, 
5 
о 


f(x) = 


= 1 
ie = Bh 
5.3. Hocrpoun дифференциальное уравнение для (а? — 1)!/20” (2), лока- 
зать, что если значение т фиксировано, а п — велико и положительно, то 
функция Лежандра второго рода имеет вид 


от (cht) = п отайьт- М ов у e— HIDE -- 0 (и—1)} 


когда 8, = 


равномерно относительно i = [5,cc), где 6 — любая положительная посто- 


янная. 
5.4. Показать, что если а, х и и положительны, причем а фиксировано, 
2, 


‘wD 
а и— велико, то в [а, ©) уравневие jz = (utz? + и?) № имеет решения 


вида 
(1-40 (u~7)} a4? (ud + веко [+ Зее и, 


равномерные относительно г. 


1) Ивтересный пример был дан Джеффрисом (1953, $ 3.3). 
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Показать также, что интервал изменения х можно расширить до 
[аи- 1/2, co) при условии, что равномерное относительно х выражение О (u~*) 
заменено на O(u-!). 

5.5. Показать, что при положительных 2 и и уравнение 


dw cos и 
=(14+ w 


dx? и 


имеет решение вида {1 + e(u, 2) }ехр (— x — 2и-121/4с03 и), где: 1) e(u, 2) = 
== 0(1—!?2) при «— ©, и фиксировано, 2) e(u, x) = О(и-1соз и), когда 
и — co равномерно относительно хе [a, 0), а -- любая положительная 
постоянная. 


$ 6. Пример: функции параболического цилиндра при больших 
значениях порядка 


6.1. Дифференциальное уравнение для функций параболиче- 


ского цилиндра (функций Вебера) имеет вид , 
dw a 
ao (= +a), (6.01) 


где а — параметр. Едииственная особая точка находится на бес- 
конечности; опа иррегулярна и имеет ранг, равный 2. В соответ- 
ствии с этим асимптотические решения при фиксированном а и 
большом х можно вывести из ЛГ-приближения. Выбор } 2/4, 
#-=а является нецелесообразным (исключая случай а = 0), 
поскольку соответствующая функция контроля ошибки Г расхо- 
дится на бесконечности. Вместо этого мы положим f = (27/4) а, 
g=0; тогда функция f-'/4(f-!'/4)” асимптотически приближается 
к 34-3/2 и ^(Ё) < о. Из результатов $ 3 следует, что существу- 
тот решения уравнения (6.01), асимптотическия ведущие себя как 
f-¢c** при 2- со, где 


При больших x 


Е 1 


cs 


1 + ашх -- const +0(a— 


Следовательно, асимптотическая форма решений сводится к по- 
стоянной, умноженной на 2“_!/2е“/4 или на х-°—И2е-х*/4, 
Главное решение U(a, x) определяется (полностью) условием 


И (а, 2) — хе (#—- о). (6.02), 


Как и все решения, оно является функцией, целой по x. 

В применявшихся ранее обозначениях, введенных Уиттекером, 
функция U(a, 1) записывалась как О-„—‹1/2) (2). . 

6.2. Как ведет себя функция U(a, x) при а-—> -- со? Если мы 
применим результаты $ 5, положив и? = а, f=—1 и g == 27/4, то 
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соответствующая вариация #(Ё) расходится на бесконечности. 
Следовательно, этот подход дает асимитотические приближения 
для больших а, справедливые лишь в компактных интервалах из- 
менения 2. 

Чтобы вывести приближение, которое равномерно справедливо 
для неограниченных действительных х, мы снова положим f = 
= (22/4) +- а. Переменные удобно отделить друг от друга, поло- 
жив а = и/2 их = (2и) "9. 

Уравнение (6.01) принимает вид 

ew (а 
ТЕ (Ее ш. 
В силу $ 5.1 решение, подчиненное при #-— +0, дается фор- 
мулой 
w(u, t)=(? + 1)- exp {—u&(t)} (1+ e(u, 0}, 


где 


Зо (еоли це. Ро eet. 


(6.03) 
Остаточный член удовлетворяет перавенству 
(и, 1)| < ехр{(2и)-',, .(F)} —1, (6.04) 
в котором 
F(t) [ео “ео yrat = 
art —- 2 ве 
= > ЧЁ = ТЕ 05 
j 4 (0? + 1)5/2 12 (2 +48 as 


При фиксированном и и большом t имеем 
to=te+tinen¢ tio, ra=--£+0), 
e(u, t)=O (eh 


Следовательно, 
w(u, t) ее" - 0(1?)}. 


Так как при тех же условиях решение 0 (ul2, V 2ut) — подчинен- 
ное, оно только множителем отличается от и (и, t). Фактическое 
значение этого множителя легко найти из сравнения с формулой 
(6.02); таким образом, мы получим искомый результат, имеющий 
вид 


0 (и/2, ИЗив) = 
ре ду ехр {— ии + = (и, t)}. (6.06) 
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6.3. Соотношения (6.04) и (6.06) выполняются при положи- 
тельных и и всех действительных # или, если вернуться к перво- 
начальным переменным, при положительных а и всех действи- 
тельных Z. При фиксированных и (не обязательно больших} и 
больших положительных # имеем (и, #) = O(i-?). С другой сто- 
роны, поскольку -„, © (Ff) < ©, мы получаем e(u, t)== O(u-') 
для больших и равномерно относительно ft. Эти результаты пллю- 
стрируют двойную асимптотическую природу ЛГ-приближения. 

Равномерная оценка остаточного члена может быть получена 
следующим образом. Из (6.05) мы находим, что стационарные 


точки функции ЁР(!) имеют вид t = +72/3. Далее, 
Р(— о) = 1/12, F(—V2/3) = (1/3) У 55, 
Е(И23) = — (1/3) И 25, Е(оо) == — 1/42. 


Следовательно, 7 —co,.0( Р) = (4/3) V 2/5 — 1/6 = 0,67..., откуда 
|[2(и, || < exp{(0,33...)/u} — 1. 


В частности, если пренебречь остаточным членом (и, 1), то 
ЛГ-приближение для U (и/2, У Зиг) будет верным с точностью до 
10%, если u > 3,6, т. е. если а > 1,8. Это нижнее значение «боль- 
шого» параметра характеризует эффективность приближения. Та- 
кая ситуация отнюдь не является нетипичной, 


‚ УПРАЖНЕНИЕ 
6.1. Проверить с помощью дифференцирования под знаком питеграла, 


что интеграл 
© 


a 5 1 
ехр (- #—5 =) 17-24 (. > -3) 


удовлетворяет тому же дифференциальному уравнепию, что и фупкция 
exp (22/4) (а, x). Рассматривая асимитотическую форму интеграла пра 
болыних <, вывести, что 


ре 
34 4 
U(a, 2) = хр (— 27/4) { exp (- и—% 1) и (« % 2 
6 


Га 4/2) 


$ 7. Одно специальное обобщение 


7.1. Пусть функция g(x) имеет простой полюс при х = 0, 
и снова обозначает большой положительный параметр, а и удов- 
летворяет уравнению 


а = {— wv + gs} и. (7 01) | 
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При {(2) = и? функция контроля ошибки для этого уравнения 


имеет вид — и! | ват и обращается в бесконечность при & == 0. 
Поэтому теорема 2.2 не дает никакой информации в окрестности 
этой точки. Этого можно было ожидать: результаты главы 5, 
$ 5 показывают, что общее решение уравнения (7.01) имеет ло- 
гарифмическую особенность в точке х = 0. Следовательно, его 
нельзя представить в том виде, в каком представляется общее 
решение уравнения 


Tv ий. (1.02) 


Однако решение уравнения (7.01), подчиненное в начале коор- 
динат, не имеет особых точек и может быть равномерно аппрок- 
симировано при больших и решением уравнения (7.02), обраща- 
ющимся в нуль при х==0. Поскольку эта задача находит приме- 
кение в теории рассеяния и пред- 
ставляет интерес сама по себе, мы 
приводим ниже некоторые детали. 

7.2. Так как мы дадим явное вы- 
ражение для оценок остаточного чле- 
на, то можно считать, что в форму- 
лировке главной теоремы g(r) зави- 
сит от и; таким образом 


a ae 


={—u?+g(u,z)}w. (7.03) Рис. 7.4. зт (т). 


а что 2 изменяется в конечном или бесконочном 
интервале (0, 6), и не будем требовать, чтобы особая точка 
д =0 функции g(u, т) была простым полюсом. Введем, кроме 
того, мажоранту 
sm (x) =: тах | 81 #|. (7.04) 
0<1<х 


Очевидно, что зт (=) — неубывающая функция (рис. 7.1). 
Теорема 7.1. Предположим, что в(и, х)— непрерывная 
действительная или комплексная функция x в (0, 6) и интеграл 


G(u,2) = { виа (м0) | (и, 014 (1.05) 
0 


сходится на нижнем пределе!). Тогда уравнение (7.03) име- 
ет решение w(u, 1), непрерывно дифференцируемое в [0, 6), 


x 
1) Т.е. существует Jim т sm (ut) | & (№, t){dt.— Прим. перев. 
=—0 
= 
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дважды непрерывно дифференцируемое в [0, 6) и имеющее вид 


w(u, x)= зт(их)- e(u, x), (7.06) 
д. 
ae [= (м, 2) | эт (и) [ехр{@ (м, 2)} —1]. (7.07) 


Доказательство этого результата сводится к уточнению дока- 
зательств теорем 2.4 и 2.2. Интегральное уравнение для e(u, 5) 


имеет вид 
ze 


1 A Е 
2(и, 2) = { sin {u(x — t)} g (u, t) {sin (ul) + & (uw, 0} de. 
ty 

Решение мотодом последовательных приближений и исполь- 
зование оценки |зт {и (< — #)} | < 1 приводит к результату, экви- 
валентному теореме 2.2. Искомое неравенство (7.07) получается, 
если вместо этой оценки использовать более точную оценку 

|sin{u(z—1)}] < зщ (их) (0<#<2). 
Детали предоставляются читателю. 

7.3. В задачах рассеяния функция g(u, 2) == g(x) ne зависит 
оти, b = 00, а g(x)— функция, абсолютно интегрируемая на со. 
Результаты $ 3.5 (при а2 = со) показывают, что №(и, х) можно 
запосать в виде 


w{u, 2) = (1+ p)sin(ux + 6) + 0(1) (2-0) (7.08) 


тдери 65, не зависят от z, 1 {р >0и —л <6 <x. При этом 
и? имеет смысл энергии рассеиваемой частицы, g(x) — потенциал, 
аб — сдвиг фазы '). 

Оценки для p u можно вывести из равномерной оценки 
e(u, 2) следующим образом. Объединение результатов (7.06) 
и (7.08) дает 


e(u, 2) о(1) = (1+ р) (их + 6) — sin(ur) = 
=osin(uz-+ 7), (7.09) 
где би \ связаны сри 6 соотношениями 
(1+ e)cos6—1=ccosyn, (1+ p)sind=osinyn, (7.10) 


и величина о неотрицательна. Чолагая х-> co по последователь- 
ности значений, для которых их-Ри является нечетным целым 
кратным числа л/2, и используя то, что зт (их) =1 при их 1/2, 
мы получаем неравенство é : 


в < et) — 1. (7.11) 


1) Калоджеро (1972, глава 2). 


$7 ОДНО СПЕЦИАЛЬНОЕ ОБОБЩЕНИЕ 269 


Чтобы выразить р и 6 через с, мы находим из (7.10), что 
(1+ p)e® =1- ое". 


Если o < 1, 10 в силу элементарной геометрии и неравенства 
Жордана 
[р|< св, |5|= атсзт о < по/2. 


Подстановка (7.11) приводит к искомой оценке 


Jol, 216] < ee —4 (7.12) 


при условии, что правая часть не превосходит единицы. 
4. Асимитотическая форма (и, 2), ри 6 при болыних u 
зависит от поведения g(x) при 2 =0. В этом можно убедиться, 
разбивая область интегрирования в выражении для С(и, ©) 
точками л/(2и) и К, где К — постоянная, превосходящая л/(2и). 
Например, в случае, упомянутом в $ 7.1, фувкция g(x) имела 
простой полюс в точке c= 0. Если обозначить через K макси- 
мальное значение функции |tg(t)| в [0, k], то 


m/(2u) 


k © 
Cuoet | Mar I t+ а -0 (==). 
‹ 


и с + 
0 


Поскольку G(u, 2) < G(u, ©), из оценки (7.07) получаем, что 
2 (и, х) = эт(из)О(и ши) (и 0) 
равномерно относительно 2 е= [0, ©). Кроме того, из оценок 


(7.12) видно, что ри 6 имеют порядок О(и`' ши). Точные оцен- 
ки даются ниже в упр. 7.2 и 7.3. 


УПРАЖНЕНИЯ 


7.1. Пусть функция Е(и, x) = g(x) абсолютно интегрируема в точке & 
и g(x) = 0(2- 8) при х—> +0, где В & (0, 1). Показать, что в теореме 7.1 
e(u, х) ведет себя как sm(uz)O (ut 1) при и — co равномерно в [0, 6). 

7.2. Пусть функция g(x) ме интегрируема на oo и имеет в нь 
0 простой полюс с вычетом, равным г. Показать, что 


uG(u, ©) = |г| ши е + и-Ч(и), 


х 


где 
® °° 
с = [rik (2) +i (а/3)} + | ф-та + fie sar, 
0 hk 


Е — любое постоянное число и 


1 (4) |< (4+ 1/2) шах |180] Г]. 
O<t<a/(2u) 


Показать также, что с не зависит от К. 
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7.3. Пусть g(x) совпадает с потенциалом ШОкавы pe~™*/z, в котором ий 
т — постоянные, причем число Mm положительно. С помощью предыдущего 
упражнения и результатов главы 2, $ 3.1 показать, что каждое решение ураз- 
нения (7.01), обращающееся в нуль в начале координат, можно представить 
в виде (7.08), где 


gon [o 2) r9(3)-r+ (+9) 


(1 — постоянная Эйлера), при условии, что эта оценка не превосходит 1/2. 


$ 8*. Нули 


8.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
a? 7 
Sa + @)— 2 @)} w= 0, (8.01) 


в котором f(x) и g(x) удовлетворяют условиям теорем 2.4 и 2.2. 
Предположим также, что функция g(x) действительна и 


Е(2) == [лера со (т-а, — 0). 
Как было отмечено в упр. 2.5, общее решение можно записать 
в виде 

w(x) = Ар“ (x) [sin{§ (xz) -+ 6}+ e(z)], (8.02) 


rye An §— постоянные, значениями которых определяются ча- 
стные решения, и 


|8 (2) [<< ехр (2х. (Р)}—1 (и <х<а,). 
Условие w(x) == 0 дает 
E(x) = ил — 6 (—1)”' aresin {e(z)}, 

где п — произвольное целое число. При х—а2 —0 имеем (2) = 
== 0(1). Следовательно, 

(2) = nt —5+0(1) (п— co), 
Поэтому в окрестности точки 42 нули w(x) даются формулой 

x = X{nn ~ 6 + 0(1)} (n— оо), (8.03) 


где Х(Е) — функция, обратная &(х). Если использовать теорему 
о среднем значении, то этот результат можно сформулировать как 


az = X(nn—8)+0(1)X’{nn—S+40(1)} (noo). — (8.04) 


Аналогичным образом, если дифференциальное уравнение co- 
держит большой положительный параметр и и имеет вид 


oF + {uf (0) — в) w = 0, 
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причем а, а, (РЁ) < со, то нули ш(и, 2) в (a), a2) имеют вид 
—5 1 rfnw—$ 1 р 
вх) 0х0} woo) 
(8.05) 


равномерно относительно п. Здесь 6(и) зависит от граничных ус- 
ловий, которым удовлетворяет и? (и, 2), а п — любое целое число, 
такое, что значение и“ {пл—6(и)}--О(и-?) лежит в интер- 
Bale изменения &, соответствующем интервалу (4a), а2). 

8.2. Дальнейшее уточнение формул (8.04) и (8.05) зависит 
от свойств Х(=). Предположим, например, что 42 = 0 и что 
f(x) и #(1) удовлетворяют условиям (4.06). Тогда 


(x) ~ chat/a (x00),  Х(Е) (ас) (5 00) 
и 
$ 4 х!—@ (аб —а/я x’ (8) 1 
Х' (8) Ро” ат ~~ thew? ХО ~ ak" 


Поэтому Х’{пл—6-0(1)} ~ Х’(пп—6) при nov, и подета- 
новка этого соотношения в (8.04) дает ') 
x = X(nx—S) {1--0(п7')} (n> оо). 

8.3. Оценка остаточного члена для асимпитотического прибли- 
жения (8.03) может быть построена следующим способом. Пусть 
$ — наименьшее число из замыкания (а1, а2), такое, что 

Уха. (Е) < Ша (b< x <a,); 
положим : 
о (x) = ехр{У?х.а, (Р)} —1, 0(2) = aresin {в (z)}. 
Тогда в (b, a2) имеем |2(2)| < 0(2) <1и |0()| < л/2. Урав- 
нение для нулей функции (8.02) принимает вид 


6 (x) == (2) — пл + 6 + (—1)"0 (2) = 0. (8.06) 
Если п — такое достаточно большое число, что 
X(na—6—n/2) > b, (8.07) 


TO 
@{X (nn — 6 — n/2)} = — (n/2) + (—1)"0{X (nn — 6 — 21/2)} < 0 
и 


© {Х (пл — 6 + 1/2)} = (л/2) + (—1)”{Х (пл — 8 + л/2)} > 0. 
Поэтому в интервале 
Х(пл—6—л/2) << X(nn—§ 4+ a/2) 
содержится по крайней мере один нуль. 


') Дальнейшим упрощением может служить формула х = (&с-*пл) VK 
ЖИ + o(1)}, но она является слишком грубой, поскольку не отделяет нулей. 
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Чтобы найти более узкий интервал, в котором содержится 
этот нуль, обозначим его через 


x= X(nxn—-6+ yn). (8.08) 

Тогда п численно меньше, чем 1/2, и удовлетворяет равенству 

я = (—1)"-'9{Х (пл — 58+ y)}. | 

В силу неравенства Жордана |9(х) |= (л/2) [в (2) | < (п/2)в(х).. 
Поэтому 


1 - г | oe 
aes Lae () : (8.09) 


пай, 2 


Таким образом, если п удовлетворяет неравенству (8.07), то 
функция (8.02) имеет нуль вида (8.08), где п оценивается cor- 
пласно формуле (8.09). 

8.4. Проведенный анализ не исключает возможности того, что 
соотношению (7.09) удовлетворяет более чем один нуль. Чтобы 
разобраться в этом вопросе, мы исследуем знак w’(x). Из (8.06) 
полузаем 


©’ (x) = (x) + (—1)"0’(2) = f(x) {1 + (—1) "0" (x) f-"}. 

Далее, 0’ (x) = e’(x) {1 + 8?(x)}~", и из Teopompr 2.2 вытекает 
неравенство |e’ (z)|<f"(z)o(z). Если x > b, то o(x) <1, и ио- 
этому , 

19*(2) | f°" (x) < a(x) {1 — 0?(2)}-*. 

Выражение o(1—o*)~" как функция о возрастает монотонно 
от нуля при с = 0 до единицы при o == 2-*. Пусть Ь — наимень- 
шее число из замыкания (6, a2), для которого 

Fam (F)<In(t +22) b<2<ay). 
Тогда o’(z)>0 в интервале (6, a2). Таким образом, если п 
настолько велико, что 
Х(ил—6— 1/2) >в 
то условию (8.09) удовлетворяет точно один нуль (8.08). 


8.5. Аналогичные рассуждения дают следующий результат 
для приближения (8.05). Пусть 


и< Да, а, (Flo (1 2—2), 


и п таково, что Х{(и-'(пл—6—п/2)} Е (a1, a2). Тогда w(u, x), 
имеет точно один нуль вида Х {и-'(пл—6-+п)}, где 


[1[< 


я л 


3 exp ery (= ae | ere (8.10) 
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Следует отметить, что оценка (8.10) стремится к нулю при 
U-> co или при п-» оо, что снова отражает двойную асимитоти- 
ческую природу ЛГ-приближения. 

8.6. Оценки (8.09) и (8.10) относятся к переменной &. Ошиб- 
ка в соответствующем значении х может быть оценена на основе 
специальных свойств функции X(E) или с использованием ре- 
зультата следующего вида, доказательство которого предоставля- 
ется читателю в качестве упражнения. 

Лемма 8.1. Предположим, что в конечном или бесконечном 
интервале (Ё, 2) изменения & функция Х(Е) положительна, 
X’(&) — непрерывна и |Х’(Е)/Х(=) | < К. Тогда для любых чисел 
Eu 6, таких, что Е и Е-- 6 лежат в (Ел, Е) и [85| < 1/К, справед- 
ливо неравенство 


(1 — K]8])X(&)<X(§ + 8) = Х()/(1—К[б|). 


УПРАЖНЕНИЯ 

8.1. Вывести из (8.04), что если а› — конечная точка, а функции f(z) и 

g(x) удовлетворяют условиям (4.01), то нули w(x) в окрестности а> описыва- 
ются формулой 

аз — 2 = {a,— Х(пл— 6)} {1+ o(n-!)}  (п-—* о). 


8.2. Пусть т — фиксированное положительное число. Выбпрая oh. 


в качестве новой независимой переменной в уравнении Бесселя 22” w'+ 
+ (22 — m’)w = 0, показать, что нули каждого решения имеют вид r= NX— 
~- 6-1 o(1), где п — болылое положительное целое число, а $ — произвольная 
постоянная. 


ме т? — 1/4 
Показать также, что если пл > 6 -- = - та2 1, то существует 
точно один нуль, для которого 
1 
an 
л Te 4 | л 
| —пл-- 6 |< 3 exp = 5. 
nt — 5 — > 


8.3. Используя (8.05), показать, что при положительных значениях пара- 


метра и уравнение 
w" и? (22 + 1) ш = 


имеет решение, действительные нули которого представляются в виде 
Т{(ил — 8) /u} +n(u, п), где 5 — произвольная постоянная, п =0, +4, 
2,... Т(&) — функция, обратная (1) из формулы (6.03), и n(u, п) = 
= и 3 (и |n|)~'70(1) при и — co равномерно относительно пеограви- 
ченных значений п. 
В случае положительных нулей использовать (8.10) для доказательства 
более сильного результата 


1 (м, п) = и 2 (и + п)-3/20 (1). 
8.4. Пользуясь обозначениями $ 8.3, показать, что в нуле функции w(z) 
справедлива формула 
и’ (=) = (—1) "АРА (2) (1-- т), 
тде —р — р? <t <p, а через лр/2 обозначена правая часть (8.09). 
18 ©. Олвер 
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$ 9*. Задачи на собственные значения 


9.1. Рассмотрим уравнение 
dw 


dat 


в консчном интервале @)<% Sa, в котором f(x) и g(x) 
удовлетворяют условиям теорем 2.1 и 2.2; пусть, кроме Toro, 
функция g(x) действительна, функции f’(7) и g(x) в концевых 
точках непрерывны, причем f(z) не обращается в нуль. Сущест- 
ByeT ли решение ш(и, 2), удовлетворяющее граничным условиям 
w(u, а1) = ш(и, а2) =0 и не равное тождественно нулю? Ответ 
будет утвердительным только для некоторых частных значений 
положительного параметра и, называемых собственными значе- 
ниями. Соответствующие решения называются собственными ре- 
шениями!); они произвольны с точностью до множителя, не за- 
висящего от 5. Асимптотические приближения для больших соб- 
стренных значений можно найти следующим образом. 

Из теоремы 2.2 следует, что общее решение уравнения (9.01) 
можно записать в виде 

x 


w(u, 2) = A(u) f(x) sin Ju [ЛР 4-6 (и) | + €(u, 2) |, (9.02) | 


ay 


где величины 4 (и) иб(и) не зависят oT x 


Je (м, 2) | < ехр{и ‘а, (Р)} —1, (9.03) ' 


причем F(x) снова определяется формулой (2.01). Вариация 
У ва, (ЕЁ), по ` предположению, конечна; поэтому e(u, x) имеет 
порядок O(u-') при больших и равномерно относительно 2. 

При x = а, имеем &(и, x)= 0. Следовательно, эт {6 (и) } = 0. 
Без потери общности можно положить 6(и) = 0, поскольку все 
другие значения, кратвые л, приводят лишь к умножению 
ш(и, х) на +1. Из второго граничного условия вытекает ра- 
венство 

as 


=0, c= | pi2Wae. (9.04) 


sin (uc) -- (и, ay 


Так как =(и, a2) = O(u-'), то, как и в главе 1, $ 5, мы получаем 
u == плс! + О(п-!) (п— 00), (9.05) 


где п — положительное целое число. Это и есть искомое прибли- Z 


жение для собственных значений. 


‘) Или собственными функциями.— Прим. ред. 


+ {u®f (2) — g(a)}w =0, (9.01) 
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9.2. Чтобы получить оценки для члена с символом порядка 

Ов (9.05), мы введем обозначения 
== Да, и, (Р), 9(u) = arcsin {в (и, a,)}. (9.06) 


Из (9.03) имеем | 
| Je(u, а2) | < e”"*— 1. (9.07) 


Следовательно, если u >> d/In2, то |2(и, а2) | < 1 и тогда в силу 
неравенства Жордана 


16(и) | < (a/2) (e”™ — 4). (9.08) 
Уравнение для собственных значений имеет вид 
© (и) = ис — пл + (—1)"0 (и) = 0. (9.09) 


Пусть п настолько велико, что число (в — 1/2) пс-' превосходит 
d/in 2. Тогда 


© { (п — 1/2) mc“ !} = — (1/2) + (—1) "8 {(n — 1/2) xe} < 0, 
в то время как 
в { (п + 1/2) лс-1} = (л/2) + (—1) 0 {(п + 1/2) пс-1} > 0. 


В силу теоремы 2.4 главы 5 0(и) — непрерывная функция и. 
Поэтому по крайней мере одно собственное значение удовлетво- 
ряет неравенству (п — 1/2) лс-! < и < (и- 1/2) пс-'. Чтобы най- 
ти более точные границы интервала, которому принадлежит это 
собственное значение, положим 


и = (и \) ле", (9.10) 
rae |*| < 1/2. Тогда из (9.09) имеем 
уп = (—1)"-10{(n + у) xe“ }. 


Следовательно, из (9.08) мы получаем 
1 са 1 
<p exe (уд) (9.14) 
Соотношения (9.10) и (9.11) содержат искомую формулиров- 
ку условий для собственных значений. Они справедливы, если 


п >(1/2)-+ са/(лш2). Соответствующее собственное решение 
имеет вид ` 


* f(a) Е [sis {pe (t) al 4 & (2) | 


18* 
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где 


[Pax (Е) 
. рее | — 1. 


Собственное решение можно записать и в другом виде, заменив 
в обоих выражениях а: на ap. 

9.3. Чтобы выяснить возможность наличия более чем одного 
собственного значения вида (9.10), для которого |v|< 1/2, мы 
используем знак производной w’(u) (ср. $ 8.4). При сформулиро- 
ванных выше условиях из теоремы 2.2 следует, что для любой 
точки а из [а1, а2] уравнение (9.01) имеет решения 


шу (и, т) = 
= (ayexp {(— Чи [ fe (a) dz} {1 +2, (и, 2)} (=1/9), 


такие, что 


и (Е) 
И ee} _ 4, 
Je;(u z){ | } (9.12) 
1 


uf? (+) 


де, (и, x) 
ox 


Теперь пам требуется информация относительно производных 
остаточного члена по и. 

Теорема 9.1. При условиях $ 9.1 функции e;(u, x), де/дл и 
д=/ди непрерывты по п и х при и > бихе[а, a], причем 


д; (и, ДР fod" Fins ned УЕ р 
де; (м, x) <| т (Па ( еж { a м (9.43 


ди 


РС 


Здесь фуннция F(x) определяется формулой (2.01) и 
1(2) = {pr (2) Vax (F) dx. (9.44) 


Этот результат можно доказать прямым продолжением дока- 
зательств теорем 2.1 и 2.2. Детали оставляются читателю в каче- 
стве упражнения. 

Чтобы применить теорему 9.1 в настоящей задаче, положим 
а = а:. Тогда остаточный член, о котором шла речь в $$ 9.1 
и 9:2, связан с остаточпыми членами, указанными в теореме, 
следующим образом: 


22 (и, г) =ехр (uw { fi? (и al £, (и, 2) — 


a 


— est] iu | PLO} a} 5 (и, 2). 
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Используя (9.12) и (9.13), мы получаем 


де tu аз) | < [4 lt a= 2 etl 4. o(edlu — 1), 


где си 4 определены формулами (9.04) и (9.06) и 
аз 


а, = \ (д Ha, AF) at. 


Дифференцирование равенства (9.09) и второго соотношения 
в (9.06) лает 
oo’ (u) =e +(—1)"0"(u), 
ОИ (u) = (Ри, аз} де (и, аз) 10}. (9.15) 
Если и > а/п 2, то е"* <2 и 
0 < ay edd (1—е-4*) = (9.16) 
| (I< Gea yt ее lc е =p(u). (9. 


Функция p(w) строго убывает от бесконечности при и = Ли 2 
до нуля при и == о. Пусть и == и, — корень уравнения р(и) = с 
в этой области. Тогда из первого соотношения (9.45) следует, что 
©’ (и) > 0 при и >> uo. Поэтому существует точно одно собствен- 
ное значение вида (9.10), для которого {v|< 1/2 при условии, 
что п > (1/2) + ле. 

В силу симметрии можно заменить d; на 

0: 

#20 Pat(hyat 


а, 


а 


в выражении для p(w). При этом в случае dy < 4, получается 
более сильная оценка для 0’(и). 


УПРАЖНЕНИЯ 
9. 1. Пусть & — любое число, удовлетворяющее условию 1 < в <1--2-1/2, 


Показать, в обозначениях $ 9.3, что р(и) < с, когда и превосходит каждое 
из чисел 


a dy+(1-+d,) тб 
Inb” ¢(2o—! — 4)!/2 —¢ (1—1) * 


9.2. Полагая $ = 3/2 в предыдущем упражнении, показать, что если 
п— любое целое число, превосходящее единицу, то между числами 
Зил ЗП 49 

7 ~ 44 
и дифференциального уравнения 
w”+wetw = 0, w(1) = (2) =0. 


р { Bonn isn | "| лежит точно одно собственное значение 
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9.3. Пусть & — постоянная из интервала [0, 1/3] и yn = 3kn/{2(1—k)}- 
Показать, что для каждого целого числа п, превосходящего (1/2) + oS: 
существует по крайней мере rE такое число V, что 


ее 


и дифференциальное уравнение 
atw ЗК (Е — 3k cos? 0 — 2 cos 0) as 
Be ln wh — АИ cos 6) } О 


имеет нетривиальное периодическое решение, являющееся нечетной функ- 
цией 0 


$ 10. Теоремы о сингулярных интегральных уравнениях 


10.1. Доказательства теорем 2.4 и 2.2 могут быть перенесены 
на другие типы линейных дифференциальных уравнений. Для 
уравнений второго порядка это делается в следующей последова- 
тельности. 

(а) Построение интегрального уравнения (Вольтерра) для 
остаточного члена методом вариации параметров. 

(5) Построение равномерно сходящегося ряда — разложения 
Лиувилля — Неймана для решения #(#) уравнения методом по- 
следовательных приближений. 

(с) Проверка того, что #(&) — дважды  дифференцируемал 
функция, с помощью построения аналогичных рядов для h’(E) 
ий” (5). 

(4) Вывод оценок для [h(&)| и |#/(=)| с помощью мажори- 
рования разложения Лиувилля — т. 

Было бы утомительно проводить каждый из этих птагов в по- 
следующей работе. Мы установим далее две важные теоремы, 
которые исключают необходимость этанов (b), (с) и (4) для 
большинства задач, с которымн мы будем встречаться. 

10.2. Интегральное уравнение будет выбираться в стандарт- 
ной форме 


h(E) = | КЕ {9 (v) J Фо +) (w)} dv. (40.1) 


Для уравнения (2.09), например, нужно положить 
K@vy=——-), Je) =1, 
Ф(р) = ф(5) = pv), i(v) = 0. 


Мы сделаем следующие предположения. 
(1) Интегрирование проводится вдоль данного пути $, состо- 
ящего из конечной цепочки Аэ-дуг в комплексной плоскости. 


$101 ТЕОРЕМЫ 0 СИНГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЯХ 279 


При этом одна или обе концевые точки ©, В могут находиться на 
бесконечности. (В случае действительных переменных FY совпа- 
дает с частью действительной оси.) 

(2) Действительные или комплексные функции J(v), @(v), 
to(v) и ф1(2) непрерывны при v е= (%,В).», исключая, возможно, 
конечное число разрывов или точек, в которых они обращаются 
в бесконечность '). 

(3) Действительное или комплексное ядро К (Ё, v) и его пер- 
вые две частные производные по Ё являются а 
функциями обеих переменных, когда &,v = (а, В)», включая точ- 
ки, в которых соединяются дуги. Здесь, как и всюду дайее, все 
дифференцирования по Е выполняются вдоль $ 

(4) К(Е §) = 0. 

(5) Если Е & (a, В)» и ре (a, Ele, то 


KEMI<A@Q, || < 090, 


aK 


|<?.@ 00, 


rae P;(§) и О(5)— непрерывные действительные функции, при- 
чем P, (§) положительны. 
(6) Если Е (а, В), TO сходятся интегралы 


Е В 
ФО = [|902 4, ® = | №04 


Е 
У, © = [vice] 
a 
и являются конечными верхние грани 


k = 51р{0(5) [7(8) |}, № = зир{Рь(=)0(}}, 
Ay = sup{Pi(§)Q(8)}, 
исключая тот случай, когда ky не существует при и (г) = 0. 
Теорема 10.1. При сформулированных условиях уравнение 


(10.01) имеет единственное решение #(Ё), которое непрерывно 
дифференцируемо в (©, В)» и удовлетворяет соотношенияи 


h@ 9 WR 
р-р +0 (а вдоль 9). (10.02) 


1) Как и в главе 4, $ 6.1, символ (a, В) » обозначает часть $, лежащую 
‚между а и В. о 
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Кроме того \), 


(Е №’ 
POH 1 «ФФ ехр(ь, -НЫ У, (©, = (40.09) 


и функция №” (5) непрерывна, исключая, возможно, точки, в KO- 


торых разрывны ф(5)1(Е), фо(Е) и (5). 
10.3. Теорема 10.1. доказывается, как и предыдущие теоремы. 
Мы определяем последовательность {й,(=)} условиями (=) = 0, 


В 
1, (9) = | KEv ews @) adv (10.04) 


- 
. 
вн, = | КЕЙ, (0) — het) + 


+P) (2; — kW) dv (8 > 4). (10.05) 


Используя условия (5) и (6), мы получаем 
В 
[№ (©) |< 2, ®) | CCW) J (©) 4% |< АР, &) OE). 


Поэтому, ссли &; и &— любые фиксированные точки из (a, B).», 
то интеграл (10:04) сходится равномерно относительно & |1, Ep]. 
Объединение этого результата с условиями (2) и (3) показывает, 
что функция 11 (=) непрерывна в (%, В) °). 

Лалее, дифференцируя (10.04)3) и используя условие (4), 
мы получаем 


в: (© = | = 7 (5) Jw) av. 


Следовательно, в силу аналогичных аргументов функция h(E) 
непрерывна и допускает оценку 


[№ (5) [< ЕР, OOO. 


Отправляясь от этих результатов и используя равенство (10.05) 
и его производную, мы можем проверить по индукции, что 


+) Слагаемое А: 4, (5) в (10.03) можно опустить, если 1р: (5) = 0. 

2) Г.М. Фихтенгольц. Курс дифференциального и интегрального ис- 
числения, т. 2, М., «Наука», 1970, п. 506. . 

3) Там же, п. 507. 
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каждая функция k,(§) непрерывно дифференцируема и 


р —h, OL fe © | ое Фа: OF 
he ae a 


(s = 0). (10.06) 


Искомое решение имеет вид 
he) = pH {Руни (5) — №, (S)}- 
om 


Непрерывная дифференцируемость этой суммы вытекает из 
(10.06), так как ряд мажорируется и поэтому сходится равномер- 
нов [&1, 2]. 

Последняя формула также показывает, что №(&) удовлетворя- 
ет уравнению (10.04), и дает искомые оценки (10.03). 

Соотношения (10.02) получаются непосредственно, поскольку 
Ф(=), Фо(Е) и Ч,(Е) стремятся к нулю при &— а. Сформули- 
рованное свойство A” (€) проверяется с помощью второго диффе- 
ренцирования (10.04) и (10.05). 

Для завершения доказательства теоремы мы должны пока- 
зать, что решение h(E) единственно. Это можно осуществить 
снособом, аналогичным изложенному в $ 1.3 главы 5. Детали 
оставляются читателю. 

10.4. Оценки для h(§) п (=) можно уточнить следующим 
общим образом. 

Теорема 10.2. Примем условия $ 10.2 и предположим, 
кроме того, что (Vv) == ipo(v), pi(v) = 0. Тогда решение 1№(&), 
описываемое теоремой 10.1, удовлетворяет неравенствам 


О (MEI ke 
БО’ Pr) < LexP {ho (6)} — AI. (10.07) 


Идея доказательства не отличается от предыдущих, и оно 
снова предоставляется читателло в качестве упражнения. 


УПРАЖНЕНИЕ 


10.1. Показать, как теорема 10.2 может быть применена для доказатель- 
ства теорем 2.1 и 2.2. 


$ 11. Оценки остаточных членов: 
комплексные переменные 


11.1. Мы обратимся теперь к приближенному решению диф- 
ференциального уравнения 


ева} (14.01) 
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в комплексной области 0, в которой функции f(z) и g(z) голо- 
морфны, причем f(z) не обращается в нуль. Мы предположим сна- 
чала, что О односвязна; этим обеспечивается однозначность реше- 
ния уравнения (11.01) (тлава 5, $ 3.1). 

Преобразование Ex | p12 (2)dz отображает D на пекоторую 
область А. Отображение не имеет особенностей, поскольку d&/dz 
не обращается в нуль, и его можно считать взаимно однозначным, 
предполагая (если это необходимо), что А состоит из нескольких 
римановых листов. Функция p(—), определенная формулой (2.06) 
{где переменная x заменена на 2), голоморфна в А. Рассуждения 
$ 2.2 справедливы без изменений до неравенства (2.12); таким 
образом, мы снова получаем 


№ (5-21 (&) = $(&) (1+2(8)} (11.02) 


& 
h(E) = +. | {1 — е2—В} р (о) {1-й (0)} dv. (11.03) 


бл 


и 


Чтобы оценить ядро в случае, когда обе переменные комплекс- 
ны, мы предположим, что в интогральном уравнении (11.03) пн- 
тегрирование ведется вдоль заданного пути @, состоящего из ко- 
нечной цепочки А›-дут в комплексной плоскости, и Rev не убыва- 
ет, если г удаляется от начальной точки a вдоль ©. Тогда 


fer] 1, [4—e?- | < 2 при ve (ay, Ele. (14.04), 


Применяя результаты $ 10 при a = в, К (Ё, = е*—8)}, 
OK/O§ = e?), Ро(Е) == Pi(S) = Q(v) = 1, 7(5) =1, H(v) = 
= po(v) = (5) и $1 (5) = 0, мы выводим из теорем 10.1 и 10.2, 
что уравнение (11.03) имеет решение, которое непрерывно диф- 
ференцируемо вдоль © и удовлетворяет оценкам 


(5) 1 (8) |e" —4, 


где интеграл 
| 
У (9 = |196) 41 


вычисляется вдоль @. 

11.2. Чтобы завершить рассмотрение, мы должны показать, что 
h(E) также удовлетворяет дифференциальному уравнению (11.02) 
в комплексной плоскости. Прямой подход затруднителен, посколъ- 
ку множество допустимых точек — не обязательно содержит об- 
ласть 1). Вместо этого мы поступим следующим образом. 


` 1) Ср. упр. 11.2, приведенное ниже. 
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Предположим сначала, что о! — данная конечная точка A. 
Из теоремы 3.4 главы 5 мы знаем, что при заданных начальных 
условиях каждое голоморфное решение (=) уравнения (2.05) 
единственно. С учетом (2.07) это ‚означает, что в А имеется един- 
ственная голоморфная функция В (5), У удовлетворяющая уравне- 
нию (11.02) и условиям h(a) =i (a) = 0. Вариация парамет- 

x 
ров показывает, что #(&) также удовлетворяет уравнению (11.03), 
а поскольку в силу теоремы 10.1 решение (11.03) единственно, то 
aS 


отсюда вытекает равенство h(E) == h(E) вдоль Q. 

Пусть теперь a; — бесконечно удаленная точка, лежащая на 
некоторой А?-дуге M;. Если № (Е) — решение уравнения (11.02), 

A 

удовлетворяющее равенствам #(1) = h(y) и ‘ht = =A! (1), rie 
Y — произвольно выбранная конечная точка пути <. то a(S) = 
=—1(&) всюду на @. Для доказательства сначала выводим из 
(11.02), используя вариацию параметров и условия в точке f=, 
что 


Е 
ae = a евро) ар = 
¥ 
т 
нь ie — oXo-Dy ap (v) {1 | h(v)} av. 
Вычитапие убизнения (14,03) из этого выражеция дает 
Е 
фот | U2} HE) Hw) —heypar. 
у 


Рассматривая это соотношение как интегральное уравнение для 
h (8) —A(§) и применяя теорему 10.1, где | играет роль а, мы по- 


лучаем, что № (Е) = h(&)'). Чтобы гарантировать, что (5) — одно 
и то же решение уравнения (10.02) для всех путей ©, мы нало- 
жим условие, чтобы эти пути совладали с A, в окрестности ол. 

11.3. Собирая вместе полученные результаты и аналогичные 
результаты для второго решения дифференциального уравнения 
п возвращаясь к первоначальной переменной 2, мы приходим 
к следующей теореме. 


') Имеем = Po(&) = Ри) = 0(5) =1 или Po(&) = Pi(&) =|е-%| и 
Q(v) = [е?*|, в зависимости от того, с какой стороны от Y расположена точ- 


ка Е; но поскольку @(v) = J(v) = 0, то заключение о том, что RE )—#№(Е) = 
= 0, справедливо в обоих случаях. 
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Теорема 11.1. При условиях, сформулированных в начале 
$ 114, уравнение (11.01) имеет решения w;(z), ]=1, 2, голо- 
морфные в D и зависящие от произвольно выбранных точек ay 
и ао, такие, что 
р w,(2) = f-"4(a)exp{(—1)?'8(z)} {1+e;(z)}, (11.05) 
где 


Ё(2) = ) [1/2 (2) dz, (11.06) 


Герб 7" (2) (2) | < ехр{ а, (Р)}—1, = (41.07) 


при условии, что 1 Е H,(a;) (см. ниже). 
В этой теореме функдия контроля ошибки спова имеет вид 


1 d? 1 & 
ren ffs) 7a) 


а ветви дробных степеней функции /(2) должны быть непрерыв- 
ными в 0, причем /”?(2) является квадратом функции Л (=). 


Рис. 11.1. К, (—о°-- 8). Рис. 14.2. Ky(—co—i8), 


Каждая область справедливости H;(a;) содержит множество то- 
чек 2, для которых существует путь 5; в 0, связывающий 2 са, 
и обладающий следующими свойствами: 

1) $7 состоит из конечной цепочки В»-дуг; 

2) когда t изменяется вдоль ЗФ; от а; Jo 2, функция Ве {Е (#)} 
не убывает, если }==4, и не возрастает, если j=2. 

Вариация функции F в (11.07) вычисляется вдоль PY; И иа- 
конец, точка а; может быть бесконечно удаленной, лежащей на 
кривой 4, если 9, совпадает с L; в окрестности a, а (ЕР) 
сходится. 

11.4. Если не требовать односвязности области D, то решения 
Уравнения (11.01) будут многозначными функциями. В этом слу- 
зае каждая ветвь решений 10;(&) удовлетворяет (11.05) и (11.07), 
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если оказывается, что путь Y; удовлетворяет в D условиям 1) и 
2). Каждая дробная степень функции f(z) снова должна быть 
непрерывной вдоль Pj, 

Мы будем называть путь 9, удовлетворяющий условиям 1) 
и 2), Е поступагельным путем. Образ $, в плоскости переменной & 
будет называться просто поступательным путем. 

Мы будем называть условие 2) условием монотониости, пало- 
женным на области справедливости. Предположим, например, что 
единственной особой точкой функции p(E) является & = 0 и ва- 
риация функцин контроля ошибки сходится на бесконечности. 
Мы можем считать А состоящей из всей плоскости переменной & 
с выброшенным началом координат, и сделать A односвязной, вве- 
дя разрез вдоль отрицательной дейстяптельной полуоси. Положим 
a, = —oo+id, где 5(20) — произвольное число. Тогда Е-образ 
К, (1) области Hy(a1) содержит сектор —л/2 < мВ Е <x 
(рис. 11.1). Точки в оставшемся квадранте нельзя соединить с 1, 
не наруптая условия монотонности. Области на плоскости пере- 
менной &, исключенные таким способом, п их 2-образы называют- 
ся зонами тени '). Хотя решение ш:(5) существует и голоморфно 
в зоне тени, оценки (14.07) в ней неприменимы, 

Решение в зоне тени можно построить, полагая о: == —oo—id, 
как указано на рис. 14.2. Оно имеет ту же самую форму (11.05), 
что и предыдущее решение, но остаточный член #1(2) и область 
справедливости Н; (@1) в этих двух случаях совершенно различны. 

Хотя выбор отрицательной действительной полуоси в качестве 
границы для А упрощает изложение в этом примере, он слишком 
сужает области К; (01) (и их 2-образы). Если a) = —oo-id, 06- 
ласть К, (01) можно расширить, вращая разрез в положительном 
направлении до тех пор, пока он пе совпадет с положительной 
мнимой полуосью. Полная область справедливости принимает тог- 
да вид —n/2<arg§<5a/2. Дальнейшему расширепию препятст- 
вует условие монотонности. Аналогичным образом, при ©! = 
== —oo—i§ максимальная область справедливости разложения 
К; (a1) имеет вид —5л/2 < ме < 0/2. 


УПРАЖНЕНИЯ 


11.1. Пусть § = 1 — единственные особые точки функции (=) п 
(Е) сходится на бесконечности. Используя все необходимые римановы лис- 
ты, указать максимальную область справедливости К, (—0°). 

11.2. Пусть точка а; находится на бесконечности, а условия 1) и 2) в 
$ 11.3 заменены более сильными условиями: 

1) Е-образ пути Я; представляет собой многоугольную дугу; 2) когда 
t изменяется вдоль Я; от а; до 2, функция Re {§(t)} строго возрастает при 
j = 1 или строго убывает при } == 2. Показать, что H;(a;) является областью 


[Topx, 1960]. 


1) Это название было введено Черри (1950). 
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$ 12. Асимптотические свойства 
в случае комплексных переменных 


12.1. Аспмптотические свойства ЛГ-приближения относительно 
независимой переменной, установленные в $$ 3 и 4, переносятся 
на комплексные переменные. Если ВеЁ-— —< при ё—а и 
Ве & — +00 при 2-+ 42, то решение #1(2) является подчиненным 
в точке а1, а W2(Z) — подчиненным в точке do. Как было отмечено 
в главе 5, $ 7.3, построение численно удовлетворительного мно- 
жества решений может потребовать использования более чем двух 
точек а! и а2 (сравните упр. 12.1, приведенное нике). 

Справедлива следующая теорема, аналогичная теореме 3.1. 

Теорема 12.1. Пусть Y — конечный или бесконечный &-no- 
ступательный путь в D u aj, а> — его концевые точки. Предполо- 
жим, что вдоль % функция Р имеет ограниченную вариацию, 
Пеё- —< приза и Цеё- +00 при 2—> ао. Гогда 

(1) =: (2) стремится в некоторой постоянной в: (а2) и 


ре (2) =, (2)—0 при 2—а,; 
(2) г2(2) стремится к некоторой постоянной вез (а) и 
а = (2) 0 при 2> а; 
(3) в, (42) == 22(а1); 
т 
(4) [es (а) |< Чехр (Хе (F)} — 1. 


Доказательство пунктов (1) и (2) этой теоремы аналогично 
доказательству теоремы 3.1. Пункт (3) доказывается так, как ука- 
зано в упражнении 3.4. Утверждение пункта (4) можно получить, 
если просуммировать неравенства 


[L(S)[SW(E)/(stt)! (5=0,1,...), 


выведенные из (3.07), и затем положить E> a в (3.06). 

Интересно, что оценка (4) в два раза точнее, чем предельная 
форма оценки (11.07). 

12.2, Как ив $ 5, асимптотические свойства относительяо па- 
раметров естественным образом выводятся из оценок остаточного 
члена, указанных в теореме 11.1. Дополнительное свойство, по- 
являющееся в комплексном случае, состоит в том, что области 
справедливости Н;(а; )сильно зависят от параметра и. Для урав- 
нения (5.01), например, мы имеем € =u | Й/? (2) 42. Если пара- 
метр и — комплексный, то &-образ области D будет поворачивать- 
ся вокруг начала координат при изменении argu. Поэтому путь 
в 2-плоскости может быть -поступательным для некоторых зна- 
чений arg и, но не быть таковым для других, заставляя зоны тени 
изменяться в зависимости от arg и. 
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УПРАЖНЕНИЯ 


12.1. Пусть т — положительное целое число, } — целое число или нуль и 
$(< 3л) — положительная постоянная. Показать, что решение уравнения 
2 — ; 
as = 2”"— 2, подчиненное на бесконечности вдоль луча arg z = 2jn/m, име- 
7] 
ет вид w(z) = {1+ O(2-™/2)}z2-™)/4exp {(—1) i+!22/2/m} при 2 — oo в сек- 
торе |т ага 2 — 2jn| < 3n—6. 
Сколько необходимо таких решений, чтобы образовать численно удовлет- 
ворительное множество решений в окрестности бесконечности? 


12.2. Показать, что если /(2) =+ u2z—! 9 8 (2) = 21/2 + 4)— 9/2, 


где м = |ule~*® — комплексный параметр, то границы максимальных облас- 
тей Н;(сое-2®) проходят по лучу argz = л — 20 и нараболе 


{(x + 1)sin2 + у cos 20}? = 4sin © {(х + 1) зщ о + y cos o}, 


rye х и y — соответственно действительная и мнимая части переменной 8. 


$ 13. Выбор поступательных путей 


13.1. Новой особенностью, связанной с комплексными перемен- 
ными, является выбор &-поступательных путей %;. Для каждой 
пары точек 2 и а; наиболее эффективное использование теоре- 
мы 11.1 требует, чтобы Я, были определены в О таким образом, 
что полная вариация функции контроля ошибки F(z) вдоль 7; 
мивимизируется, если выполняется условие монотонности. 

Для общих Du F(z) решение этой задачи минимизации не cy- 
ществует. В приложениях мы выбираем те пути, которые удовлет- 
воряют условию монотонности и находятся достаточно далеко от 
особых точек функции Ё, в том числе от точек поворота дифферен- 
циального уравнения. Соответствующие вариации могут не быть 
минимальными, но они часто достаточно малы для того, чтобы 
дать удовлетворительные оценки остаточного члена. 

В этом параграфе мы покажем, как выбрать действительно ми- 
нимизирующие пути в специальном случае /(2) =1 и 8(=) = 
==а5“-!, где а — фиксированное положительное число. Здесь D — 
плоскость переменной 2 C исключенным началом координат, 
Е (2) = 2° и Е =2. В силу симметрии достаточно рассмотреть 
липть случай } = 2. Полагая, что а2 — бесконечно удаленная точка 
из действительной положительной полуоси, мы получаем 
а |* 
port 


У. (P) = Pelt) = | 


2 


причем Ret не убывает вдоль пути. Тогда H2(oo) представляет 
собой сектор |ата 2|<<3л/2 (ср. $ 11.4). Мы положим 9 = argz 
и изучим по очереди случаи |0|<n/2, х/2< |6 | <л ил<|60| < 
'<3n/2. Но сначала мы установим следующую лемму. 
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Лемма 13.1. Пусть Y — бесконечная прямая линия в комп- 
лексной плоскости, а — положительная постоянная. Тогда 


Y plt-) = 2 (а) 4", (13.01) 
где 4 — кратчайшее расстояние or начала координат 00 L и 
хо мег (Ра) (++). (3.0) 


Чтобы доказать этот результат, предположим, что 2 — ближай- 
тая к 2 = 0 точка прямой Y, так что |2| = 4. Параметрическое 
уравнение LY можно записать в виде 

t= 2-+i1z (—w<1t<0). 
Следовательно, 


© 


2.9 


124% 2а | ат 
(ана! dt 3 a+ zee dye" 


Отсюда, если заменить т? на & и использовать упр. 1.3 из главы 2, 
вытекает равенство (13.01). 
Приведем значения y(@) с двумя десятичными знаками для 
первых десяти целых значений а: 
(1) = 1,57; х(2) = 2,00; х(3) = 2,36; (4) = 2,67; 
%(5) %(6) = 3,20; ¥(7) = 3,44; х(3) = 3,66; 
(9) = 3,87; х(10) = 4,06. 


| 
| 


Результаты $ 2 главы 2 и $ 5 главы 4 показывают, что x(a)! 
возрастает в (0, 00) и х(а) ~ (ла/2) "2 при а- oo, 

13.2. (1) |0|<л/2. Рассмотрим путь, изображенный на 
рис. 13.1 и состоящий из части положительной действительной 
полуоси, дуги окружности радиуса В(>|3|) с центром в начале 
координат и отрезка прямой 


= 2- те" (0<т<А- |2|). 
Легко видеть, что при А — oo вклады в вариацию интегралов по 


действительной полуоси и по дуте окружности стремятся к вулю, 
и мы получаем 


„(-) | adt a | adt > oe 13.03 
Vz, Е те [ert J ат [ef ( ) 


Так как это выражение равняется модулю разности между значе- 
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ниями # “в крайних точках пути, никакой другой путь не может 
дать менышей вариации '), 

13.3. (2) л/2< |6|=л. Рассмотрим путь, изображенный жир- 
пой непрерывной линией па рис. 13.2, если значение 0 положи- 
тезьно, пли сопряженный путь, если 8 отрицательно. Снова, по- 
скольку раднус А дуги окружности стремится к бесконечности, 
вклады интегралов WO этой дуге и но действительной полуоси 
стремятся K пулю, п мы получаем 

© с 


Е. -{ adt -, (13.04) 


glade у tet dy lt yer 


rie ©+iy = 2. 
}тим выбором варнация минимизируется. Чтобы убедиться 
в этом, мы пройдем заданное расстоявие т вдоль любого допусти- 


Рис. 13.4.— <0 


л 
к 


ы Рис. 132. — Я <<a. 


мого пути от 2 до некоторой точки 2. Па этом пути Ё находится в 
точке dg==2-+it; для любого другого пути & лежит внутри или на 
окружности с центром BZ и проходящей через to, как это показа- 
no па рис. 13.3. Очевидно, что |#|>|Ю| только тогда, когда ёле- 
жит внутри заштрихованной лунки. ограниченной этой окруж- 
ностью и дугой окружности |{|==|0|. Однако никакой путь не 
мой:ст проходить через эту AYHKY, так как внутри нее Це < 
< Це =. Следовательно, || < №|, и вариация лвляется мипими- 
зированной. 

Для целых зпачений а интеграл (13.04) можно выразить чс- 
рез элементарные функции. Например, 

1 


О AO; Fre = 4h (e=0). 


1) Сравните главу 1, ynp. 11.4. Строго говоря, (13.03) является не вариа- 
цией вдоль допустимого пути, а нижней граныо множества вариаций. Это 
отличие не является существенным при получении оценок остаточного 
члена, и мы не будем сго подчеркивать. 


19 >. Олвер 
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Но чтобы избежать излишних усложнений в общем случае, мы за- 
меним выражение в скобках в (13.04) его нижней гранью 
17--у?-|-т?. Вычисление дает 


Pi w(t) = (а) [2|[", (13.05) 


где величина ¥(@) определена формулой (13.02). Из леммы 15.1 
следует, что этот чуть более слабый результат эквивалентен ис- 
пользованию ломаного пути на рис. 13.2. 

13.4. (3) < |9|<3л/2. Минимизпрующий иуть является про- 
дельной формой пути, изображенного на рис. 13.4, когда радиус В 


м 


м 


Puc. 133. 2 <0< 


дуги стремится к бесконечности. Чтобы проверить это, предполо- 
жим, что любой другой путь пересекает отрицательную действи- 
тельную полуось в точке t == 2. Если { = 2, то результат вытекает 
непосредственно из $ 13.3. Если 1 & (х, 0), то для каждого поло- 
жительного числа т мы сравниваем точки круга |+—Й те b= 
— т. Спова |{|<|0|, исключая точки, лежащие в недонусти- 
мой лунке. 
Полагая В — co и используя лемму 13.1, мы получаем 


Pz, « (t-") < 2х (а) | Ве 2|-". (13.06) 


Заметим, что если значение |2| фиксировано и arg 2 —> +3x/2, 
то путь движется к началу координат, причем Я, „(#““) > о. 
‘Этого можно было ожидать, поскольку мы приближаемся к грани- 
цам области справедливости Н2 (оо). 
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УПРАЖНЕНИЯ 


ш имест вид 


sine aw 2 
3.1. Показать, что решение уравнения aE = 


$ 1 
Herp (— Fe) +20 % 


1 1 
где величина [=(:)| оцеливается фупкциями exp (=: г) — 1, ехр (+ mux 


> [is 1-2 — 1 или exp эл} Ве:? | )- 1, в зависимости от того, в каком из 


интервалов [0, 1/4], (л/4, 1/2) или (7/2, Зл/А) лежит larg 31|. 

13.2. Пусть s# — бесконечная Ry-nyra, причем #1({7!) < < па-— посто- 
янная, @ > 1. Ноказать, что 7,4([-“) < оо. 

13.3. Пусть & = 0) — бесконечная А!-дуга, с — дуговой параметр. По- 
палать, что если |[1(0) |7! = 0(9-°) при o —* о, где a > 1/2, то (17) схо- 
дится вдоль дуги. 

Показать также, что этим условиям удовлетворяет любая параболиче- 
ская дуга. 

13.4, Показать, что на путп #==1+ Изшт (0 <т< о) вариация 


И (t-*) сходится при а > 1 и расходится при а = 1. 
13.5. Вывеслиг из определения функции Е! (2), данного в $ 3.2 главы 2, что 
их х— 10. 
и: 1 м Я 
Е == = 24 (>09. 
2 в t 
x со 


Далее с помощью интегрирования по частям доказать, что в асимитотиче- 
«вом разложении 


© 
(ее \ 


отношепие п-го члена к (п-- 1)-му пе может превосходить по абсолютной 
величине 1 х(л + 1), 


Псторичеекие сведения и дополнительные ссылки 


Ata глава основана на работе Олвера (1961). Изложенный там материал 
был значительно распитрен, в особенности в TOM, что касается двойной асим- 
итотической природы ЛГ-приближения. Наличие явного выражения для 
оценки остаточного члена сделало изложенную выше теорию более единой 
и простой. 

Приближение (1.08) было независимо использовано Лиувиллем (1837) а 
Грином (1837). Ватсон (1949, $ 1.4) заметил, что фактически тот же метод 
был пспользован Карлини в 1817 г. Физики-теоретики часто называют фор- 
мулу (1.08) ВКБ-приближением на основании работ Вентцеля (1926), Кра- 
мерса (1926) и Брилморна (1926). Однако вкладом этих авторов было не 
построение приближения (которое уже было известно), а установление фор- 
MY, связывающих экспоненциальное и осцилляторное решения в точках по- 
ворота на действительной оси. В последнее время к буквам BKB иногда до- 
бавляпот букву Д, чтобы указать, что приближенные формулы связи Вентцеля, 
Нрамерса п Бриллюэна были получены ранее Джеффрисом (1924). Джеф- 


19* \ 
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фрис (1953) также указал, что ему предшествовали работы Ганса (1915) и 
{в меньшей степени) Рейли (1912). Поэтому представляется целесообразным, 
следуя Джеффрису, связывать приближение (1.08) с именами Лиувилля и 
Грина п оставить обозначение ДВЫБ для формул связи. 
‘ Дальнейшие исторические сведения модно найти в работах Пайка (1964) 
и Мак-Хафа (1971). 

$ Е Лнувилль (1837) использовал только частный вид преобразования, 
приведенного в $ 1.3. Лангер (1931, 1935) первым пепользовал более общий 
вид для построения равномерных асимитотических приблизкений, 

§ 6. Обозначение С (а, x) введено Дж. И. Миллером (1968); в этой 
работе можно найти подробное онисание свойств и таблицы функций пара- 
болического цилиндра. Обобщение (6.06) на асимитотичеекое разложение 110 
Убывающим степеням и дано Олвером (1959). 

$ 8. Некоторые дальнейшие результаты и ссылки. касающиеся оценок 
остаточных членов для асимптотических приближений нулей. даны Хетко- 
утом (1970Ъ). 

$ 9. Относительно дальнейшего асимптотического исследования собет- 
венных значений см. Фикс (1967), Кон (1967) и Harrepep (1969). 

$ 10. Эрдейи (1964) был, по-видимому, иервым, кто систематически пзу- 
чал сингулярные интегральные уравнения, возникающие при иолучении 
асимптотических рещений обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Приведенные теоремы имеют сходство с его результатами. 


ГЛАВА 7 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С ИРРЕГУЛЯРНЫМИ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ; 
ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 

И ВЫРОЖДЕПНАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ 
A ФУНКЦИЯ 


$ Г. Решения в виде формальных рядов 


1.1. В предыдущей главе мы видели, что в опрестности ирре- 
‘лярной особой точки решения линейного дифференциального 
уравнения второго порядка асимитотпчески представляются 
ЛР-функциями. В первых параграфах настоящей главы будет но- 
казапо, как эти приближения можно обобщить до асимитотиче- 
ских разложений. Используемый метод применим к особой точке 
любого конечного ранга, однако для простоты изложения мы огра- 
пичимся случаем, папболее часто встречающимся в приложениях, 
а именно особой точкой ранга 1. 

Гак и в главе 5, рассмотрим дифференциальное уравнение вида 


aw du 


a ti@zZ+e@w=0. (1.01) 


Без потери общиости можно предположить, что особая точка па- 
ходится па бесконечности. Это означает, что существует такая 
внешность круга |5|>>а, в которой функции f(z) и g(Z) разлага- 
ются в сходящиеся степенные ряды вида 


(1.02) 


При этом хотя бы один из коэффициентов fo, Zo, Fi не обращается 
з нуль, TAK как в протпвиом случае особая точка была бы регу- 
пярной. 

В уравнении (1.01) можно исключить слагаемое с первой про- 
изводной, сделав замену 


w = exp |- + | 1(2) az} у. (1.03) 
Тогда 
dy 4 
St a2) yn (1.04) 
тде 


ЧЕН. 
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Если |[2| > а, то в силу разложений (1.02) 
1 (2 4 i = 
ад (лв) +... 05 


В $$ Зи 12 главы 6 было показано, что при соответствующих 
ограпичениях уравнение (1.04) имеет решения, обладающие свой- 
ством 


ие ayexp [+ | ql!" (292 


при 2- co, Если воспользоваться разложением (1.05), то это 
представление принимает вид 


у ~ Ceoxp {-Ео5-Ро Ш 2}, (1.06) 
где С — постоянная и 


Ч 5 1/2 Га 1 
в= (+1-—#) 7 9 (Ел а)/ 


Формула (1.06) справедлива при условии рф 5 0; случай, когда 
р = 0, рассматривается ниже в $ 1.3. 
Возвращаясь к первоначальному дифференциальному уравие- 
нию, мы получаем из (1.03) и (1.06) 
w ~ Cexp (^2-Н и =), {1.07). 
где 


А = р =», he вел. 


1.2. Поскольку коэффициенты f(z) и 8(2) допускают разлое- 
ния HO убывающим стеценям 5, естествепно попытаться обобщить 
формулу (1.07) и получить решение в виде формального степен- 
ного ряда 


w= eM git 


abd 


< 


Е (149) 


Подставняя это разложение и (1.02) в (1.01) п приравнивая ко- 
эффициенты, находим 
1+ -for+g0=0, (1.09) 


(fot+2d) p= — (fare) (1.10) 


и 
(fo+27.)sa, = (s—p) (S—1—p) @,-1+ 
+ {Afotge—(s—1—p) да, (Afstes— (s—2—-p) } аа... 
бана и а. (1.11} 
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Первое из этих уравнений определяет два возможных значе- 


пия А: 
р 4.23 172 
НЕ м . 


Ан ; 


Уравнение (1.10) определяет соответствующие значения pi, fle 
параметра п. Легко убедиться, что эти значения согласуются 

$ 1.1. 

Значения do, например 49,1 и 40,2, в этих двух случаях можно 
выбрать произвольно. Тогда остальные коэффициенты, te тиа,.2, 
определяются из рекуррентных соотношений (1.11). Указанный 
способ становится неэффективным тогда и только ‘roraa, когда 
fo+2 = 0; в этом случае fa = 4g,. | 

To, что дифференциальному уравнению в окрестности пррегу- 
нярной особой точки удовлетворяет ряд вида (1.08), первым за- 
метил Томе. Этот вид разложения иногда иазывают нормальным 
рядом или нормальным решением, для того чтобы отличать его 
от разложений типа Лорана для №, хотя фактический выбор на- 
звания (как и «регулярная особая точка» или «иррегулярлая 
особая точка») мало нуждается в комментариях. Уравнение (1,09) 
называется характеристическим, а его корни — тарактеристиче- 
скими значениями особой точки. 

1.3. В случае fi — Ав, также можно получить аспмитотическую 
форму решений, видоизменяя рассуждения $ 1.1. Другой снособ, 
приводящий к тем же результатам, основан на преобразовании 
Фабри ') 


wae, аа. 
Оно приводит п уравнению 
ald 
Е LF) т СИИ —0, (1.12) 


F(t) = 2f 2-Е 
G() = t {4g (2) + fp — 2h, (C)}. 


Уравнение (1.12) имеет тот ae вид, что и (1.01). При | >41? 
ero коэффициенты можно разложить в ряды 


Е » ба) = (4g, — 2) а... 


Если 4g, = 2АЛ, то уравнение (1.12) имеет регулярную особую 
точку при f= co и поэтому допускает решения в виде сходящих- 


') Айнс (1939, $ 17.53). 
19a* 
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ся степенных рядов. Если же 481522], то (1.12) имеет на бес- 
конечности иррегулярную особую точку с неравными характери- 
стическими значениями - (2fof;—4g1) 12; сравните этот результат 
с (1.09). Поэтому мы можем построить для W формальное стенен- 
ное разложение вида (1.08) с заменой 2 на 2. 

Таким образом, преобразование Фабри устраняет необходи- 
мость в снециальной теории '). 

Переход к первоначальным переменным в случае 4g; 7 2fofy 
приводит к решению в виде ряда 

ед 
. 1 ? т aan № 9 
w= oxp{—L juz a: (thy — Ави 2120 


8207 


Здесь коэффициенты а, такие могут быть найдены прямой под- 
становкой ш в первоначальное дифференциальное уравнение. Раз- 
ложения этого типа, содержащие дробные стенени 2, называются 
субпормальными решениями. 


УПРАЖНЕПИЯ 


1.1. Дифференциальное уравнение ш” = (2? + 2-6) ю имеет особую точ- 
ку порядка 2 на бесконечности. Показать, что оно может быть пре- 
образовано в уравнение. имеющее соответствующую особую точну ранта 1. 

1.2. Найти точное решение уравнения 


‚аи 
м‘ 


Jw =0 [Айнс, 1939]. 


1.3. Построить субиормальное решение на бесконечности уравнения 


du [2 РЕ... 
Te! (= === 


где Г — ностоянная [Кертис, 1969]. 


$ 2. Асимптотическая природа формальных рядов 


2.1. Рассуждения в $ 1 являются чисто формальными. Если бы 
оказалось, что разложение (1.08) сходится для всех достаточно 
больших |2|, то почленное дифференцирование было бы закон- 
ным, и ряд определял бы решение дифференциального уравнения. 
То, что это не всегда так, можно увидеть из следующего. Если, 
в правой части (1.11) отбросить Bce члены, кроме первого, то 


а,[а,-1 ~ 5/(ф--2^) (5— 0). 
Это означает, что ряд (1.08) расходится. Следовательно, лишь 


1) Это приятно контрастирует с трудностями, обусловленными совпа-, 
дением показателей в регулярной особой точке (глава 5, $ 5). 
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в случаях, когда первый член в правой части (1.11) сильно по- 
давляется вкладом остальных слагаемых, как, например, в 
упр. 1.2 — появляется возможность для сходимости. 

Самое большее, на что можно надеяться в отношепии ряда 
(1.08), состоит, вообще говоря, в том, что он представляет собой 
асимлтотическое разложение решения в некоторой области 5-ило- 
скости. Кроме того, естественно оязгдать, что эта область будет 
симметричной относительно направления самого сильного убыва- 
ния при = —> oo, Так как отношение главных членов формального 
решения равно о а ава. это направление определяется 
условием arg {(^›—^1) 2} = 0 для первого решения и arg {(2— 
--^2)=} = 0 — для второго. 

Теорема 2.1. Лусть аналитические функции f(z) и g(z) 
комплексной переменной 5 разлагаются в стодящиеся степенные 
ряды 


(2.01) 
в области A: |2| >a, причем fo 4g,. Тогда уравнение 
+1 + ew (2.02) 


имеет единственные решения 1;(2), | == 
сечении А с соответствующими секторами \) 


arg {(Ap—Ai) 2} <п (= 4), 


2, такие, что в пере- 


ne 
arg {(ti—ha)2}< (J = 2), Ce) 
эти решения голоморфны u 
w, (2) ~ Para > (2— 00). (2.04) 


В этой теореме значения A;, [tj и а,, ; определяются как в $ 1.2. 


Для функция 2) моло брать любую ветвь при условии, что она 
непрерывна в соответствующем секторе (2.03). Ниже приводится 
доказательство теоремы. 

2.2. Обозначим решенпе уравнения (2.02) через 


ш (2) = Г, (2) | е„(2), 


где /,.(2) — п-я частичная сумма 
n—-{ 
as 


Ly (в) =e" “st (2.05) 


!) В действительности в А имеются разрезы. Области не максимальны; 
см. ниже теорему 2.2. 
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и =„(2) — соответствующий остаточный член. Если подставить 
№12 bas 
2 


1» (2) в левую часть (2.02) вместо ш, то коэффициент при 2 
обращается в нуль при s == 0, 1, ..., п в силу формул (1.09) — 
(1.11). Поэтому 


Ти (2) +1 (2) Гл (8) + 8 (2) Г, (2) == ем Н, (2), — (2.06) 
re R,(2) = O(z-""!) при z—> со. Отсюда следует, что 
ел (2) -+ f (2) ен (2) -- 5 (2) en (2) = — eZ" Ry, (2). (2.07) 


Рассмотрим последнее уравнепие. Обозначим через Db произ- 
вольную постоянпую, большую а, и пусть 5 принадлежит замкиу- 
той области В: |2| 25. Тогда 


[Ra (2) | <B, fa}, (2.08) 


где B, — некоторая постоянная. Оставим в левой части уравис- 
ния (2.07) только главные члены разложений }(2) и #(2); осталь- 
ные перенесем в правую. часть. Мы ириходим к уравнению 
" | 
€n (2) => Геп (2) -|- Воен (2) = 
zee! "2" Л, (2) — {8 (2) — By } en (2) — {/ (2) — fo} en (2). (2.09) 


Merex вариации постоянных приводит к эквивалентному инте- 
тральному уравнению 


а. () = } Kz, dfe eR, () + 


{EO — Shen OE FO — =] dt, (240) 
где 
K (2, ео 0), — 2,), 
Направление интегрирования (т. е. параметр ©) можно выбрать 


произвольно. Мы выберем его совпадающим с направлением наи- 
быстрейнтего убывания искомого решения, а именно, 


@ = arg (^5—1)). 


2.3. Предположим, что п > Re ==, 2е=В и [arg(ze") | <a; 
уравнение (2.10) можно решить методом последовательных при- 
ближений, использованным в предыдущих главах. Положим 


Ел (2) = р {Ри (2) — hs (2) (2.11) 
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rie  последовательность {#.(2)} определяется условиями 
йо (:) =0и 


cor to 


hey (2) = { К (2, 0 fet" R,, (0 4- 


HA) — я, OLD — fo} hs] dt (2.12) 


Tie #20. Контур интегрирования выбирается так, что CTO образ 
в пе илоскости состоит из следующих частей: 1) прямолинейного 
отрезка, проходящего через точку Ze", перпендикулярно к нрямой, 
соединяющей эту точку с пачалом координат; 2) дуги окружности 
большого радиуса с центром в начале координат; 3) части ноло- 
экительной действительной нолуоси (рис. 2.1). 

На этом контуре Re {(Ao—A1)t} не убывает, и поэтому 


ae cea ЭК (3, 1) Теме 
Hits Oss . ee 


Tar как he |<a, то 


Гора, Maz exp f(a -+ fo P| Lm yy fp. 


Нолагая $ = Ов (2.12) п в производной этого выражения по 2, 
иснользуя только что полученные оценки и (2.08), мы паходим, 
устремляя раднус круговой дуги на рис. 2.1 к бесконечности, что 


tty _ [8 MB, убито _ ost 
27 [rE РМ МЕ aay ps yn” 


тде х — функция, ввеленная в лемме 13.1 главы 6. 
Отправляясь от этого результата, мы можем по индукции иро- 
верить, что 
5 a if г их 2 BS РОТ 2 
А Del iene а Во nl 14 
з у 1%] | hel ААА (er! nu— my ети 


(2.13) 
при $ = 0, 1,..., где число 


B= sup (12 {2 [8 (0 — go [+ Wart + lA DIFO — fol 
1еВ 


конечно (сравните (2.01)). 
Предположим теперь, что п выбрано достаточно болыним и 
удовлетворяющим условшо 
[A1—Ag| (и— ти) > By (пи-пи); (2.14) 
это возможно, так как 


x(n — т.) ~ ( an)" (п — 00). 
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Тогда ряд (2.11) сходится равномерно в любом компактном мно- 
жестве, содержащемся в пересечении В и разрезаиной плоскости 
[агр ze| <x. Поэтому иочленное дифференцирование ряда закон- 
но, и из формулы (2.12) видно. что его сумма является апалити- 
ческой функцией, удовлетворяющей интегральному уравнению 
(2.10) и. следовательно, дифференциаль- 
лым уравнениям (2.07) и (2.09). 
Ones (2.13) показывают, что 


й Jaz ни 
2, (2), и (2) == О (© ""—") (2 00). 
Поэтому для достаточно больших значений 


п уравнение (2.02) имеет аналитическое 
решение Wy,1(Z), обладающее свойством 


и 

в SF sy {4 

Рис. 2.1. {е®-плоскость; Wat (2) ee | Е 0(-: 
® =атр (А. — At). se 3 Me 


при #-— co в секторе jarg {(Az—A1)2}| < я. 
Аналогичпым образом, заменяя индекс 1 на 2, моно убедиться, 


что существует еще одно аналитическое решепие Wy 2 (=), такое, что 


же: 
a 

ete 
== 


при =-— oo в секторе [arg {(^1—А2) =} | <a. 

Осталось показать, что ш„ 1(2) и Ш», 2(2) пе зависят от п. Если 
Ny и Ng — допустимые значения п, то функции и, 1 (5) и №». 1 (2) — 
иодчиненные по сравнению © Wp,,o (2) пли Wy, 9(Z) при 2 -— сое *°; 
следовательно, их отпошение We зависит от 5. Ono равно единице, 
что можно установить, полагая 2 — сое ®. Аналогичные рассуж- 
дения справедливы и для №, 2(2). Этим завершается доказатель- 
ство теоремы 2.4. 

2.4. Область, в которой асимптотические разложения справед- 
ливы, можно расширить. 

Теорема 2.2. Если 5 — сколь угодно малая положительная 
постоянная, то разложение (2.04) справедливо для аналитического 
продолжения ш;(2) в секторе 


Jarg {(A2—A1) 2} | < 31/2—6 G= 1), 


Jarg {(Ai—ho)2}| <3a/2-6 (j= 2). 


Кроме того, если разложение не сходится, то этот сектор справед- 
ливости разложения максимален. 

Указанное расширение можно провести, видонзменяя рассуж- 
дения $ 2.3. Если, например, j =1и 


дл < arg(ze) < 3n/2—6, (2.16) 
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то вместо пути, изображенного на рис. 2.1, нужно использовать 
прямолинейный отрезок, проходящий через точку 2е® параллельно 
мнимой оси и пересекающей действительную ось, вместе с дугой 
окружностн большого радиуса и частью действительной оси. 

Ниже дается другое доказательство, которое также устанавли- 
вает вторую часть теоремы. 

Пусть №: (2) и 12(2) — решения, указанные в теореме 2.1. Tor- 
да №1 (2е`2“') — также решение уравнения (2.2). Это решение — 
доминирующее при 2 — Co по лучу arg 2 = A—o п поэтому линей- 
но пезависимое с #2 (2). Тогда существуют такие постоянные 
А и В, что 

w (2) = Аш! (2е-?"') + Bw (2). (2.17) 
Полагая 2 -— сое" -°, мы получаем, что А = e?*"4, Зиачение В та- 
ким образом определить нельзя, но поскольку 6 — положительное 
число, функция Ви (2) при больших 3 равномерно экспоненци- 
ально мала по сравнению с ew, (ze™°™) в секторе (2.16). По- 
этому Ви?2(2) не дает вклада в смысле Нуанкаре в асимптотиче- 
ское разложение аналитического продолжений 11 (2). Следователь- 
но, при j= 1 разложение (2.04) справедливо в секторе (2.16). 
Аналогичные рассуждения можно провести для сопряженного 
сектора и для второго решения. 

Далее, если в (2.17) постоянная В ne равна пулю, то очевид- 
но, что область справедливости разложения (2.04) при jf = 4 нель- 
зя расширить через луч arg (ze) = 3л/2. 

Применяя теорему (7.2) главы 1 к функции е "2 wy (2) 
мы получаем пз (2.17), что В обращается в нуль тогда и только 
тогда, когда разложение (2.04) сходится. Такое же рассмотрение 
можно провести для пуча arg (ze"") = —3л/2 и для второго реше- 
ния. Доказательство теоремы 2.2 завершено. 

Теорема 2.2 пллюстрирует общее правило, заключающееся 
в том, что на пути интегрирования условие монотонности как не- 
обходимо, так и достаточно. Другими словами, зоны тени (глава 6, 
$ 11.4) — это действительно те области, которые следует ис- 
ключить. 


УПРАЖНЕПИЯ 


2.4. Показать, что при большом = уравнение 
{2-4 


имест асимптотические решения 
4/41 2,5 44 4 5 
e eee К — ва... |, (+ tg +...) 


справедливые в областях jarg(=z)| < (31/2) —5(< 37/2) соответственно. 
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2.2. Показать, что уравнение 
w” + (z-4 cos z)w =0 


имеет асимптотическое решение 


при  —* 0 в секторе jargz| <л—8(< a). 
$ 3. Уравнения, содержание параметр 


3.1. Предположим, что коэффициенты  дифференциального 
уравпения зависят от комплексного параметра и: 


oe 4 -!-f(u, 2 2) --g(u, зи == 0. (3.01) 


Часто бывает важно зпать, являются ли решения, определяемые 
теоремой 2.1. голоморфпыми фуикциями и. 

Теорема 3.2 главы 5 ответа на этот вопрос ue дает, поскольку 
ие задано пи одной обычной точки со свойствами, сформулирован- 
ными в условии (ТУ) этой теоремы. 

Теорема 3.1. Пусть и изменяется в фиксированной помп- 
лексной области U, а z изменяется в фиксированной области 

|2| > а. Допустим, что для любого и функции Ки, 3) ив(и, 2) 
удовлетворяют условиям теоремы 2.1 и следующим условиям. 

1. Коэффициенты fo и go ряда ha se, ие зависят от и. Осталь- 
ные коэффициенты |. == |.(н) 8. (и) — голоморфные функ- 
ции и. 

Il. Если и изменяется в любой компактной области Ч. < У, 
то |1. (и) <r и |g.(u)|<GY, где Е? и GO не зависят от и 
и ряды УЕ * и УХ 07 * абсолютно сходятся в А. 

ИТ. Коэффициенты do,1 U @02— голоморфные функции и. 

Тогда в любой точке z области А любая ветвь решений ил (=), 
12(2) и их двух первых частных производных по = является 
функцией, голоморфной по и. 

Применение признака равпомерной сходимости показывает, что 
функции f(u, 2) и Е (и, 2) непрерывны по двум неременным и 
толоморфны по и при фиксированном 2. Чтобы доказать эту тео- 
peMy, мы проследим все этапы доказательства теоремы 2.1, имея 
в виду, что любая встречающаяся величина, за исключением 
Ai и Ag, может зависеть от и (ср. (1.09)). 

Из сформулированных условий и определений $ 1.2 немедлен- 
но следует, что любая из величин fj, о, а. 1 и а,.2 голоморфна 
по и. Отсюда вытекает, что обрезанный ряд (2.05) непрерывеп 
по и, 2 и голоморфен по и. То же самое верно и относительно 


его частных производных In (2) и L, (2), а следовательно, и для 
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В, (=). Далее, если и = Ч., то величина B, в (1.08) не зависит 
от и. Единственными величинами в оценке (2.13), которые за- 
висят от и, являются М, } и ти. В силу определений М и В можно 
заменить их оценками сверху, которые He зависят от шв U,. 
А поскольку величина jm] ограничена, легко видеть, что ряд 
(2.41) и его формальная производная по 2 сходятся в Ш. равно- 
мерно для всех n > N,, где №. —- подходящая постоянная. 

Применение теоремы 1.1 главы 2 к (2.12) при s = 0 показы- 
зает, что функция А1(2) голоморфна по и. Кроме того, из равно- 
мерной сходимости следует, что #\(2) непрерывна по и и 3. Ана- 
логично рассуждая, мы получаем тот же результат для производ- 
пой выражения (2.12) и, далее (по индукции), для #,(2) и 
lig (2), $=, 25 sa 

Таким образом, мы доказали, что если и S U,, 2 лежит в пере- 
сечении В и сектора |агс (26°) | <a ип >”. то: а) каждый 
член ряда (2.11) и его производная по 2 голоморфиы по и, 
Ъ) этот ряд и ряд, полученный из него формальным дифференци- 
рованием по 2, сходится равномерно по и. Следовательно, фупк- 
ции #„ (2), 2, (2), ш (2) и wy (2) толоморфны по и в области U.. 
A так как и1(2) не зависит от п ($ 2.3), то wi(z) и wy(z) голо- 
морфны во всей области Ц. Голоморфность и (2) вытокает не- 
посредственно из уравнения (3.01). 

Поскольку число 6 может быть выбрано произвольно близким 
к а, то теорема 3.4 доказана для и1(2) при 3 А и |218 { (> — 
^1)3}| < л. Для других ветвей результат следует из теоремы 
3.2 главы 5, если в качестве Zo взять любую конечную точку из 
пересечения области А и сектора |arg{(Ag—41)}| <л. Анало- 
тичные рассуждения справедливы и для второго решения. До- 
казательство закончено. 

3.2. Условие независимости fo и go от и является несущест- 
вениым, однако без него рассуждения значительно усложняются. 
поскольку ®- и 2-области справедливости асимптотического раз 
ложения (2.04) зависят от и. Во всех приложениях, встречаюнтих- 
ся в этой книге, fo и Yo OT и не зависят. 


$4, Функции Гапкеля; явление Стокса 


4.1. Мы применим изложенную выше теорию к уравнению 
Бесселя (rapa 2, $ 9.2) 


aw 1 dw 
ae + (1 Е 
5 2 
Порядок у может быть действительным или комплексным. 


В обозначениях §§ 1, 2 имеем fi =1, go= 1, go = —v’; все 
остальные коэффициенты равны нулю. Из уравнений (1.09) и 


)w=0. (4.01) 


304 . УРАВНЕНИЯ С ПРРЕГУЛЯРНЫМИ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ тт 


(1.10) мы находим, что Ay =i, А2 = —i, wi = po =-— 1/2. При 
40.1 == 4,2== 1 рекуррентные соотношения (1.11) приводят к 
формулам а. 1 ==РА, (у) и а. 2 ==(—8)*А, (у), где 
A, (v) __ (4%2 — 12) (4v2 sa =: {4v? — (2s — 1)2} , 
arr 


(4.02) 


Умножая решения, определенные теоремами 2.4 и 2.2, на 
[2 \1/2 1 Я | 
пормирующие множители (2) exp) = (4 +, мы видим, 


что уравнение (4.01) имеет единственпые решения H(z), И (3), 
такие, что 


(р хуя 
ие (2) (4.03) 
(—a+6<argz<2n— 5), 
(2) 2 \1/2 Ех yg As (%) 
aS ®- (2) ee 5 (4.04) 
(— 2n +- бал — 6) 


при 2- oo, где 6 — сколь угодно малая положительная постоян- 
пая, 


> 1 Е 
аа л, (4.05) 


и ветвь функции 2“ определяется условием 
on ts i и 
2!” == ехр | 2[-- 5 агб 3 " (4.06) 


Эти решения называются функциями Ганкеля порядка v, a форму- 
лы (4.03) и (4.04) ипогда называют разложениями Ганкеля. Обе 
функции HY (2) и HO (2) аналитлчны по 2, их единственными 
возможными особыми точками являются особенности, определяе- 
мые дифференциальным уравнением, а именно 0 п со. Хотя раз- 
ложения Ганкеля справедливы только в определенных секторах, 
сами решения могут быть аналитически продолжены на любое 
значение ата 2 (глава 5, $ 3.1). Главные ветви соответствуют не- 
равенству —л < ага 2 < л. 

При zoo в секторе 6 = ар 2 < л—6 функция Н (2) яв- 
ляется подчиненной, а HY (=) — доминирующей; в секторе 
—п- 6 < агр 2 < —6 они меняются ролями. В соответствии 
с этим функции Ганкеля являются линейно независимыми репте- 
пиями и образуют численно удовлетворительную пару при боль- 
ших 2 в секторе jargz| < л (но не всюду). 
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Далее, для фиксированного отличного от нуля = любая ветвь 
H(z), HD (2), НЭ 2) п HO(z) представляет собой целую фунн- 
цию Vv. Это непосредственно следует из теоремы 3.1. 

Наконец, функции Н® (2) и AO (2 ) компленсно сопряжены; 


это вытекает из того, что HS (=) удовлетворяет (4.01) и тем же 
1 r 

самым граничным условиям, которые наложены на HY (2). Это 
свойство позволяет из формул для одной из функций Ганкеля 
получать соответствующие формулы для другой функции. 

4.2. Поскольку HY (2), И (2) и /,(2) удовлетворяют одно- 
му и тому же дифференциальному уравнению, существует форму- 
Ja, связывающая эти функции: 


Jy(2) = АНУ (2) -- BH (2). 


В главе 4, $ 9 методом Лапласа было показано, что 


1/2 = A, (v ne A 
Лу (2) ~ (2) cos У (—1) ale sin & > (— 1) 
5 рее 


s=0 


ее (") 
+1 


(4.07) 


при 2—00 в секторе |агв =| <л—5(< п), rae 6 и A,(v) опре- 
делены в $ 4.1. Выделяя главные члены в (4.03), (4.04) и (4.07) 
и полагая 2— сое"/2, мы паходим, что В == 1/2. Аналогично, по- 
лагая 2—> coe **/?, ee А == 1/2. Таким образом, 


Л, (8) = StH @ 4 -- HY? (z)} (4.08) 


для всех 2, отличных OT нуля. 
Поскольку уравнение (4.01) не меняется при изменении зпа- 
ка у, то в качестве другой пары решений этого уравнения можно 
: $ «1 1) 
взять H(z) и H® °), (2). Как и И? (2), функция H. (2) является 
подчиненной на бесконечности в секторе 5 < argz <л— 6; сле- 
1) t 
довательно, отпошение H™,(2)/HQ(z) пе должно зависеть от 2. 
Значение этого отношения можно найти, если заменить у на —V 
в формулах (4.03) и (4.05); тогда 


Н® (2) = ev HY) (2). (4.09) 


Аналогично, 


HH (2) =е “НУ (2). (4.10) 
Из (4.08) — (4.10) мы получаем 
7 =-- AL petty (2) ре “ЧН (2). (4.11) 
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Исключая функции И? (2) и И? (2) из (4.08) и (4.11), на- 
ходим 
WD cy Me vty (3) +- J _y (3)} 
НУ (2) sin va 


i {erry QF... (2)} 


sin vt 


HD (= 


Когда у — целое число или пуль, каждую из этих дробей можно 
заменить ее предельным значением, так как функции Ганкеля 
непрерывны по Vv. 
Формулы для аналитических продолжений HY (zemaiy и 
2) i Е 
И (2277), где т — произвольное целое число, получаются из 
(4.08), (4.11), (4.12) и тождества (глава 2, $ 9.3) 


Sy (zemmy = eamvni Г. (2). 


Имеем 
HY (дети) — — [sin {(т — 1) vr} HO? (2) + 
+e "sin (myn) HD (z)[/sin ул, (4.13) 
H® (ze) = [ ev! sin (тул) И® (2) + 
-- sin {(m -|- 1) va} AY (2)] ‘sin ул. (1.14) 


Если у — целое число или пуль, то снова нужно рассмотреть upe- 
дельное значение. Эти формулы подтверждают, что точка 2==0 
является точкой ветвления функций Ганкеля любого порядка у. 

4.3. Формулы (4.13) и (4.14) дают возможность построить 
асимптотические разложения функций Ганкеля при любом зна- 
чении аргумента. Взяв, например, т =2 в (4.13), мы получаем 


HY? (зем) = — HD (а) — (не) НФ (2). = (4.45) 


Когда jargz| <л— 6, мы можем подставить в правую часть 
этого равенства разложения (4.03) и (4.04). Заменяя затем 2 на 
де-?", приходим к формуле '): 


o\l2{ WA Seas = A. (y 
WP (ay ~ (2) tee У вт ан е-я Муей 
ad s=0 2 Рае 2 


(a+6<arg z<3n—8S). (4.16) 


Отметим, что разложения (4.03) и (4.16) функции HS (2) от- 
личаются друг от друга в области л 6 < ав: < 2n—6, rae 


т) Ветвь функции 2' определяется условием arg 21/2 = + args. 
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оба они справедливы. Однако в этом секторе функция e~* экспо- 
нонциально мала по сравнению с е* и, следовательно, вкладом 
второго ряда в (4.16) можно пренебречь (в смысле Пуанкаре), 
сколько бы члечов ряда мы ни взяли. Моэтому никакого противо- 
речия в разложениях нет. 

Обобщение на другие области изменения аргумента можно 
получить аналогичным образом, выбирая подходящее значение т 
в (4.13). Во всех случаях мы получаем составное асимптотиче- 
ское разложение вида (4.16), включающее в себя оба ряда с не- 
которыми коэффициентами. 

Слокс (1857) был первым, кто обратил внимание па то, что 
постоянные, входящие в составное разложение, меняются скачком, 
когда аргумент асимптотической переменной меняется непре- 
рызно. Наличие таких скачков называется явлением Стокса; опо 
не ограничивается решениями уравнения Бесселя. Полное пони- 
мание этого явления требует более глубокого анализа остаточных 
членов (см. ниже $ 13.2). 

AA. Интегральные представления для функций Ганкеля мой 
по получить следующим образом. При выводе асимитотического 
разложения для J.(z) в главе 4, $ 9 мы рассмотрели отдельно 
вклады интегралов !) 


oc-pni ол 


sht—vl 1 i ssht—vt = 
е Чи —= в е dt. (4.17) 


С помощью дифференцирования под знаком интеграла иепосред- 
ственно проверяется, что каждый из этих интегралов удовлет- 
воряет уравнению (4.01). Рассматривая их разложения при 
больших 2 (глава 4, (9.07)), мы убеждаемся, что когда |агв=| < 
<in/2, первое из выражений (4.17) равно H(z), а второе равио 
Ш). 

Соответствующие представления для других областей измене- 
пия аргумента можно построить с помощью повторной деформа- 
ции контура интегрирования. 

Например, если S<arg z< (л/2) --5, то 


<?) 


HY (y= bee (4.18) 


ЕО 


Апалитическое продолжение распрострапяет этот результат 
па область 0 < агв 2 < л. Легко видеть, что общие формулы 


1) Знак Е был изменен. 
20* 
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имеют вид 
(HDI 


zsh t—vt 
e sh a dt, 


(4.19) 
co (AQ)i 
5 ее р, 


HPQ) =—+ 


где © — произвольное число и — (л/2)-- @ < ага < (n/2)+2. 
Эти формулы называются иитегралами Зомме рфельда. 

Непосредственным следствием форл (4.19) является то, что 
AU? (2) и ADs) удовлетворяют рекуррентиям соотношениям для 
функций 7,(2), приведенным в главе 2, $ 9.5. Можно отметить, 
что в основе этих рекуррентных соотношений лежит выбор нор- 
мирующего множителя в формулах (4.03) и (4.04). 

4.5. Другой тин контурных интегралов для фупкций Гапке- 
‚я связан с интегралом Пуассона (глава 2, yup. 7.5): 


1 
| cos (1 — 2°" at (Re у> — 4). 


so) 4 


Дифференцируя под знаком интеграла. убеждаемся, что урав- 
нению Бесселя удовлетворяет любой контурный ипитеграл вида 


a see 4) Op 


sy ( ex! 


€ 


при условии, что ветвь (1? — 1)°- непрерывла вдоль пути ® и 
подынтегральное выражение принимает пачальное значение в кон- 
це 9. 

Когда jargs| < л/2 и v= 1/2, 3/2. .... подходящий выбор 
пути п нормирующего мпожителя приводит и формулам 


ее, — (4.20) 


eat — Ча. (4.21) 


Оба контура представляют собой петли, He охватывающие точку 
= =—1, причем функция (Р —1)`-" в пересечении с интерва- 
лом (1, ©) принимает главное значение. Такие представления 
известны под названием интегралов Ганкеля. Чтобы проверить 
эти формулы, заметим. что интегралы сходятся равномерно в сек- 
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торе fargz] < л/2 — 6 и подынтегральные функции обращаются 
в нуль в граничных точках. Поэтому каждый из интегралов удов- 
летворяет уравнению Бесселя. 

Применение леммы Ватсона для интегралов по петле (глава 
4, $ 5.3) показывает, что асимптотическое поведение правых час- 
тей (4.20) и (4.21) согласуется с (4.03) и (4.04) в секторе 
larg z| < 1/26. + 


УПРАЖНЕНИЯ 
4.1. Доказать для вронскпанов формулу 
WUD (2), HP @} = — wT, ©), HP ()} = 
= 2? {Ty (2), HD) (5)} = — Аз. 


4.2. Показать. что когда у равно половине нечетного полодзительното или 
отрицательного целого числа, асимптотические разложения (4.03), (4.04) и 
(4.07) дают точные выражения для функций Бесселя. 


$5. Функция Y,(z) 


5.1. У нас пмеется теперь три стандартных решения уравне- 
ния Бесселя: 7. (5), HY (2) и HY (2). Опи характеризуются сле- 
дующими свойствами: 1) в регулярной особой точке z = 0 функ- 
ция 1, (2) — подчиненная, если Rev > 0 или у==0;2) в бесконеч- 
но удаленной иррегулярной особой точке функция HY (2) — 
нодчиненная в секторе 6 = аг8 2 < л— 6, а функция HO (2) — 
в сопряженном секторе. 

Следовательно, функции 7,(2) и И“ (2) образуют численно 
удовлетворительную пару решений во всем секторе 0 <argz <n 
при условии, что Rev > 0. Апалогично, пара Jy(z) и НУ (2) яв- 
ляется численно удовлетворительной всюду в секторе —л = 
5 ато 2 < 0. 

В важном частном случае действительных переменных И\ 
п H® обладают тем недостатком, что являются комплексными 
функциями. Поэтому необходимо ввести еще одно стандартное 
решение. Функция Jo(2) для этой цели не подходит, поскольку 
не является линейно независимой от /5(2) при всех значениях 
v. Обычно выбирают в качестве такого решения функцию Вебера, 
определяемую для всех значений v и 2 формулой ') 


У, (2) = {HY (2) — Н® (2). (5.01) 


1) Иногда функцию У,(2) обозначают через №,(2). Ее часто называют 
функцией Бесселя второго рода, а Jy(z) — первого рода. При этой терминоло- 
гии функции Ганкеля называются функциями Бесселя третьего рода. 
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Главная ветвь Y.{z) получается из главных ветвей На и H(z). 
То, что ¥(z) принимает действительные значения при действи- 
тельном у и положительном 2, следует из последиего абзаца $ 4.1. 
Из (4.03) и (4.04) мы выводим составное разложение 


(5.02) 


при 2- co в секторе fargz| < л— 6 независимо от тото, дейст- 
вительное х или комилексно. Сравнение с разложением (4.07) 
показывает, что, в отличие от J_\(z), решение Yy(z) линейно не 
зависимо от Jy(z) ири всех значениях у. Если у — действитель- 
ное, а 2 — большое положительное число, то асимптотически Y\(z) 
имеет ту же самую ампантуду колебаний, что и Jy(z), со сдвигом 


fi 2x м 7 
фазы —; п; эти свойства и мотивируют выбор функции У} (2) в ка- 


честве стандартного решения. Другое привлекательное снойство 
заключается в том, что Уу(2) удовлетворяет тем же рекурреитным 
соотношениям, которым удовлетворяют Jy(z), HS (2) и HY (2). 
Связь между четырьмя стандартными решениямн уравнения 
Бесселя выражается легко запоминающимися формулами: 


Нл. у, HP (2) =I) 17,8. 6.03) 


Необходимо, по-видимому, полчеркоуть, что Jy(z) и У,(2) обра- 
зуют численно удовлетворительпую пару только на действитель- 
ной оси или в окрестпости 2 ==0 (когда Rev > 0). При больших 
комплексных 2 оба решения являются домипирующими во всех 
областях изменения аргумепта '). 

Графики функдий /,(х) п У,(х) для действительных пере- 
менных приведены на рис. 5.1 и 5.2. 

5.2. Разложение Yy(z) по возрастающим степепям 2 можно 
вывести из степенных рядов для функций 1... (2) и формулы 


Jy (2) cos vat — J. 


У, (2) = : (5.043 


sin vr 


которая в свою очередь получается из (4.12) и (5.01). Особый 
интерес представляет случаи, когда у — целое число, например, 
равное и, поскольку тогла числитель и знаменатель одновремен- 
но обращаются в нуль. Так как У\(2) — целая функция v, TO по 


7) Это проверяется с помощью yup. 5.3; см. ниже. 


$5: ФУНЫЦИЯ У\(2) ЗЕ 


правилу Лопиталя !) паходим 
р 


я _ A OF, (=) ‚ (Hy FOF, (2) 
y,@=4| ov hen a [ г 


(п=0, = 1,2, ...). (5.05; 


Из этого соотношения непосредственно следует, что У-_,(2)== 
— (--1)”У,(=); поэтому в дальнеймем мы будем предполагать, 
что п = 0. 


Рис. 5.2. Ло(т) — и Уь(1) — — —. 


Из формулы (9.09) главы 2 можно вывести разложение 


27.) _ (4 is (= o(Lay И ae +244}, 8% 


ыы = 
4) ато О 2 
где, как и раньше, tp обозначает лотарифмическую производную 


') Эта процедура является, в сущности, методом Фробениуса (глава 5, 
роцедур: ро Ns 


§ 5.3). 
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тамма-функции. Полагая v =. -Е п и учитывая, что 
1 $ (=) в ' 
To >0, To > (— 1) (—т)!, 


когда 2 стремится к неположительному целому числу 7, мы по- 
лучаем искомое разложение 


waa - и (n—s—1)! (4 2) pe in(4 2) Jn (2) 


д 5! 
= 


О 0} зори: 6.07) 


Оно сходится для всех 3, отличлых от пуля. 


УПРАЖИЕПИЯ 


5.1, Доказать, что {Л (2), Yo(2)} = Joy (2) У, (2) — Iv (2) Yogi (=) == 2/(п2). 
5.2. Показать, что при любом целом в 


ини == ОУ), Уре = Oa gaa ©). 
5.3. Показать, что при любом целом т 


У, (50) a eA (2) -- ЭР п (туп) etg (ул), (5). 


5.4. Из формулы (5.05) и yup, 2.2 и 9.5 к главе 2 вывести, что 


ws 
¥y (2) = 4a? [cos (2 cos 0) fy + In (22 sin? 0)} 49 


0 


{7 — постоянная Эйлера). 
5.5. Вывести из интегралов Ганкеля ($ 4.5) интегралы Мелера — Сопина 


Gy 
2(— a2 © 
2 | sin (xt) dt 


лв = 2 es 
| aller (> iy (ен 
2(4 = о 
у ay | cos (xt) dt 
me а 


тде| Веу| < 1/2 и 2 > 0. Используя метод стационарной фазы, убедиться, 
что асимптотика правых частей согласуется с главными членами разложе- 
ний (4.07) и (5.02), когда v == (— 1/2, 4/2). 
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5.6. С помощью индукции доказать, что сели п — положительное целое 
число или нуль, то 


1 \ 
[20] Pe eit a! ®—1 (45) Л, (=) 
av = вт 2+.) si(n——s) 
we it 


5.7. Интегрируя разложение J.(2) почленно, доказать, что при Rea > 0 
и Веу- а) >0 


x 


\ eA (ty dt = 
J 
0 
T (jt -+ v) 1 4 1 4 
a en a Wii у eee a eye qe а-2 
= Sy Р(2и+2*, Ув У gv a | 
re Е — гипертеометрическая фунгция, введенная в главе 5, и для всех 
функций берутся главные значения. 
5.8. Интегрируя по частям, доказать, что при Rey > —1 


= 7 
lim (erty, wat = [Fy (ae. 
a> $05 3 


Объединяя этот результат с предыдущим упражненпем и равенством (10.45) 
из главы 5, вывести формулы 


фаза (Rev>—1) 


0 
a 


и 1 
уши av (JRev] <1). 
| 


$6. Нули Функции J,(z) 


6.1. Во многих приложениях функций Бесселя существенно 
используются свойства пулей. В $$ би 7 мы ограничимся рас- 
смотрением функции Бесселя /,(2) с действительными значения- 
ми порядка у. 

Теорема 6.4. 1) Нули (по =) любого решения уравнения 
Бесселя являются простыми, исключая, возможно, точку 3 == 0. 

2) Нули (по 3) производной любого решения уравнения Бес- 
селя являются простыми, исключая, возможно, точки & =0 и 
$ == =. 

Эта теорема является частным случаем более общего резуль- 
тата относительно дифференциальных уравнений второго поряд- 
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ка. Чтобы доказать ee, предположим, что ш (50) = w’ (Zo) = 0, где 
Zo — обычная точка дифференциального уравнения. Тогда из до- 
казательства теоремы 1.1 главы 5 следует, что (2) ). Анало- 
гично, если ш” (20) ==” (20) = 0, то из уравнения Бесселя выте- 
кает равенство № (25) = 0 при условии, что 20 5= у; завершается 
доказательство так же, как в предыдущем случае. 

Если z стремится к бесконечности вдоль положительной дейст- 
вительной полуоси, то асимитотическое разложение (4.07) пока- 
зывает, что /у(2) бесконечное число раз меняет знак. Следова- 
тельно, каждая из функций J\(z) и /,(2) имеет бесконечное 
число положительных действительных нулей. Кроме того, по- 
скольку Ize") = e™*J,(z) при целом т, все ветви J\(z) и 
У, (2) имеют бесконечное число нулей на положительной и отри- 
цательной действительных полуосях. 

Положительные нули Jy(z), расположенные в порядке возрас- 
тания, обозначаются через jy,1, jv,2,... Аналогично, s-it положи- 
тельный нульУ, (2) обозначается Tepes fy,s. 

6.2. Теорема 6.2'). Все нули функции Jy(z) действитель- 
ны, если у > —1; все нули функции Лу (2) действительны, если 
> 0. 

Прежде всего, при данных предположениях относительно у 
ни один нуль не может быть чисто мнимым, поскольку все члены 
степенных рядов для (2/2) -“/,(=) и (2/2) °Т,(2) положительны 
или равны нулю при Rez = 

Далее, рассмотрим тождество 


at — B01, (ct) фо ео — 7 (62) S| 


(v>—1), (6.03) 


которое легко проверить, если продифференцировать ero и ис- 
пользовать уравнение Бесселя. Если a — корень Jy(z) или Jy (2) 
то в силу принципа симметрии Шварца комплексно сопряженное 
число © также является корнем. Мы можем положить 2 =1 и 
p=a в (6.01); тогда если выполняются условия Rea-0 и 
im &520, то 

4 

fad, (at) J, (at) dt = 0. 

> 

Мы получим противоречие, поскольку подынтегральное выра- 

жение положительно. Теорема доказана. 


1) Ломмель (1868, $ 19). 
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Когда —1<v <0, единственным отличием является то, что 
7,(2) имеет, кроме действительных корней, еще пару чисто 
мнимых корней; это легко установить, использовав формулу 
(6.01) и степенной ряд. Если у < —1 и не равно целому числу, 
то такой метод доказательства становится неприменимым, так как 
интеграл в (6.01) расходится на нижнем пределе. На самом деле 
можно показать, что в этом случае имеются комплексные корни '). 

6.3. Для доказательства теоремы этого пункта нам понадобится 
следующая лемма. 

Лемма 6.1. Для любого положительного числа в найдется 
такое положительное число §, не зависящее от у, что в интервале 
(0, 5] изменения‘ функция J,(x) не имеет корней при ve 
=[—1- а, ml, а Jy(x) не имеет корней при ve [e, x]. 

Если > —1 {и 0<&=, то из представления в виде 
степенндго ряда следует 


[4 
co (— 1)“ х 
Pw ол, (2) [© 
п : Е я |< é <4, 
a5 


при условии, что 6? < 4 ш(1-- =). Поэтому J,(z) в нуль не обра- 
щается. Для I(x) доказательство аналогично. 

Теорема 6.3. Если $ фиксировано, то }у„ является диффе- 
ренцируемой функцией у в интервале(—1, со), а}, з— в интер- 
вале (0, 00) 

Чтобы установить первый результат, предположим, что & — 
произвольное положительное число и а— любая точка из 
[—1+e, со). Из теоремы 6.1 вытекает соотношение Ла а„в) > 0. 
Поэтому в силу теоремы о неявной функции существует такая 
дифференцируемая функция j(v), что 7(а) =). и Л {7 (у)} =0 
в некоторой окрестности М (а). Когда у изменяется непрерывным 
образом в N(a), график Jy(x) (см. рис. 5.1 и 5.2) также изменя- 
стся непрерывно. Из леммы 6.1 следует, что слева в интервал 
0<«<j(v) не могут войти никакие новые нули и ни один из 
имеющихся 5 — 1 нулей не может выйти из интервала с этой сто- 
роны. Кроме того, появление или исчезновение нуля в любой 
другой точке интервала исключено, поскольку па графике 
видно, что для критических значений у нуль должен быть много- 
кратным, что противоречит теореме 6.1. 

Таким образом, jv,s==j(v) в М(а). Так как а и = произволь- 
ны, функция je, у непрерывна и дифференцируема всюдув (—1, 00). 

Доказательство для в аналогично, с одним лишь отличием: 
сначала необходимо доказать, что jy,s не может быть кратным 


1) Ватсон (1949, $ 15.27). 
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пулем J,(x) при v > 0. Степенной ряд показывает, что функ- 
ции J,(x) и хУ, (1) положительны и зозрастают, когда x поло- 
жительно и достаточно малб. Из уравнения Бесселя, записаино- 
го в виде 

2 {27 (т) = (v? — 2°) Л, (x), 


следует, что в интервале 0 < х < у функции {2xJ, (т) и Jy(x) 
обращаются в нуль одновременно, пли не обращаются вообще. 

Пусть ху— минимальное значение x, при котором они обра- 
щаются в нуль; если они отличны от нуля, положим ху==у. Тог- 
да {xJy (2); принимает положительные значения в интервале 
(0, zy); отсюда вытекает, что функции 2/,(2) и Jy (x) положи- 
тельны в (0, ху]. Поэтому oe ВЕ откуда ху=у и, следова- 
тельно, (1) >Опри хе = (0, *]. В силу сказанного №1 > 
(v > 0). Из теоремы 6.1 ть, теперь, что пикакое значение 
Па не может быть кратным корием 4 (2). Теорема 6.3 доказана. 

6.4. Теорема 6.4. Если v — положительное число, то |: — 
возрастающая функция. х. 

Дифференцирование уравнения J.(jy,,)==0 приводит к со- 
отяошению 

dian 


Jive) Ge = 0. (6.02) 


Для вычисления второго слагаемого мы используем тож- 
дество 


dz == 


x и? — № 


le яя 7 OI Sy} 


(uw? 52 v*), которое проверяется дифференцированием (cp. (6.01)). 
Полагая pv, получаем равенство 
no i 
Jy (x) т Od, (x) a OT. (x) 
| =. 41 = у {.. (2) —5, Jy (a) = | 


При условии, что v > 0, пределы интегрирования можно считать 
равными O'n jy,s; тогда 
| 
ра" 


is Re as, ‚ (a 
ae = — 8 Roun |e 


Подставляя ato выражение в (6.02), получаем 


ло 
| Jy (a) 


x 


в 
2 
Givin 2v | Jy (2) а (v>0), 


аа = 


откуда и вытекает утверждение теоремы. 
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6.5. Асимптотические разложения для больших положитель- 
ных нулей функции J,(z) можно найти, обращая разложение 
(4.07). В качестве первого приближения мы имеем соотношение 


воз (в ve 1 1)+0(7') =0. 


Отсюда можно способом, указанным в главе 1, $ 5.2, вывести, 
что 


Z= sm -+ + ул _- m+ O(s—*), 


тде $ — Sorbinee положительное целое число. 
Для вычисления членов более высокого порядка положим 


Да И 4 = 
@=\8-- —^— рф) п. Тогда для больших 2 


< Аи) |< 5 
saw мен aye FS (ay 
= 


yr 
ie aol 


Sb vt = 1) av? — 25) 


8 384 2° 


Замена переменной 2 на & приводит к разложению Man-Ma- 
гона !) 
4 —1 (Av? — 1) (28\2 — 31) 


2-я a Sarat vee (8-00). (6.03) 


Действительно ли это разложение представляет 5-й корень 
Jz), а не какой-либо другой, например, $ — 1-й? Общий метод 
решения задач такого типа опирается на принцип аргумента. 

Пусть функция f(z) голоморфна внутри односвязной области, 
содержащей простой замкнутый контур ®. Предположим, что 
число нулей [(2) подсчитывается согласно их кратности и они не 
лежат на ®. Тогда число пулей внутри ® равно умноженному 
на 1/(2л) приращению arg{f{(z)}, когда 2 обходит ® один раз 
в положительном направлении. 

1} интересующем Hac случае можно рассуждать проще. 
Разложение (6.03), как легко видеть, равномерно  относитель- 
но у в любом компактном интервале. Если у = 1/2, то положи- 
тельные' нули Jy(z) равны л, 2л, Зл, ...; ср. главу 2, yup. 9.3. 
Следовательно, разложение (6.03) определяет jy,s для этого зна- 
чения у и в силу непрерывиости (теорема 6.3) для всех VE 
= (—1, ©). 


1) Относительно следующих членов разложения см. Р. С. (1960). Явной 
формулы для общего члена нет. 
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УПРАЖНЕНИЯ 
6.1. Показать, что если у — положительное число, то 
Tt SIoa а Sha Sha So 
6.2. Heuompaya метод $ 6.4, показать, что diy. ‘dv > Опри v > 0. > 
6.3. Используя упр. 6.1, показать, что если у фиксировано и положитель- 


1 Е 
но, а pa(+3— =) то 


А = B— 88 ЗВАВЗ 55 
6.4. Пусть для любого положительного числа $ функция Qs (v) опреде- 
лястся формулой $» (у) = Fy. если» > —1, и формулой @s(v) = jr, вв, ес- 


ли -i—k<v<—k для всех k =1,2,..,5— 1. Показать, что функции 
ps (¥) дифференцируемы всюду в (— s, oo). 


$ 7. Нули функции Y,(z) 
и других цилиндрических функций 


4v2 +3 ee +0(s] 
т 


7.1. Функции вида 
®, (2) = АЛ, (=) ВУ, (х), (7.01) 


тде A и В не зависят от x (но могут зависеть от у), называются 
цилиндрическими функциями порядка у. Это название возникло 
в связи с тем, что такие функции играют важную роль при ре- 
шении уравнения Лапласа в цилиндрических координатах. 

Теорема 7.1. Положительные нули двух любых линейно не- 
зависимых действительных цилиндрических функций одного ито- 
го же порядка чередуются. 

Это утверждение является частным случаем общей теоремы о 
линейных дифференциальных уравнениях второго порядка. Что- 
бы доказать теорему 7.1, возьмем одну из цилиндрических функ- 
ций в виде (7.01), а другую — в виде 


D(x) = CIy(x) + DY y(x)- 
Используя упражнение 5.1, мы получаем 


#7, (2) Dy (2) — $s (2) Dy (2) = 2(AD — ВС). 
Поскольку @ (x) и D,(x) независимы, AD— ВС AO (ср. гла- 
ву 5, теорему 1.2). В положительном нуле функции ®.(2) ee про- 
изводная Фу(2) отлична от нуля (теорема 6.1); в последующих 
нулях @y(£) имеет противоположные знаки, поскольку 91) 
имеет противоположные знаки. Поэтому нечетное число нулей 
функции D,(x) отделяет каждую последовательную пару нулей 
функции #,(2). Аналогично нечетное число нулей @y(x) отде- 
ляет каждую последовательную пару нулей D,(x). Тенерь ут- 
верждение теоремы становится очевидным. 
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Полагая 9,(х) = Jy(x), мы видим, что все действительные 
цилиндрические функции имеют бесконечное число положитель- 
ных нулей. 

7.2. Часто 5-е положительные нули функций Yy(x) и У, (2) 
обозначаются соответственно через Yy,s И Yy,s- 

Теорема 7.2. Если у > —4/2, то 


ур... (7.02) 


Теорема 7.1 показывает, что в каждом из питервалов (jy, 1, 
1.2), (1..2, Л, 3), ... имеется точно один пуль функции У, и либо 
одип нуль, либо ни одного в интервале (0, Г, 1). Нам нужно 
лишь доказать, что в этом интервале имеется один нуль. 

Если у > —1, то функция /,(2) положительна при «— -|-0, 
откуда Jy (jy,4) < 0. Полагая x = jy; во вронскиане, приведенном 
в упр. 5.1, мы видим, что У, (jy,1) > 0. Далее, с помощью урав- 
нений (5.04) и (5.07) можно проверить, что при 2->--0 функ- 
ция У, (5) имеет асимитотику вида 


го) (+=) F in ie; — Leos (va) Г (— v) (+ =, (7.03) 


—v 


в зависимости от того, какое из условий у > 0, у=0 или 
1 
= <v<(0 выполняется. Bo всех трех случаях знак отрицателен 


и противоположен знаку У\2) в точке д == jy. Доказательство 
закончено. 

7.3. Как и в доказательстве теоремы 6.3, каждый нуль функ- 
ции У,(2) локально является дифференцируемой функцией у. 
Теорема 7.2 показывает, что нумерация положительных нулей 
Y\(x) не может измениться, когда у непрерывно меняется в ин- 
тервале (—1/2, со). Поэтому при фиксированном $ нуль Yy,s явля- 


ется дифференцируемой функцией всюду в (—z, со). 


Аналога теоремы 6.2 для Yy(z) и У, (9 не существует; это 
становится очевидным из приведенного ниже упр. 7.5. Остающая- 
ся теорема в $ 6, а именно теорема 6.4, имеет аналог для функции 
У,(х). Действительно, j,,s возрастает в интервале v=(—1, 5), 


1 
а У», возрастает в интервале ®(--, ®); Однако имеющиеся 


доказательства !) достаточно сложны, и поскольку эти результаты 
использоваться не будут, их доказательства мы опускаем. 


1) Ватсон (1949, $ 45 
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УПРАЖНЕНИЯ 


7.1. Предполоя:им. что коэффициенты А и В в формуле (7.01) не зависят 
от у. Рассматривая производные фупкций 27"@.(х) и 27:1 ,,,(т), показать, 
что положительные нули ®, (1) и Cvs (x) чередуются. 

7.2. В обозначениях $ 7.1 показать, что нули функций ey (1) uD, (г), 
превосходящие ||, чередуются. 

Используя метол 6.2. доказать, что в секторе |ато2| < 1/2 нули 
функций Yo(z) и ¥)(z) действительны. 

7.4. Показать, что при v > - асимитотическое разложение уу, для 


р 4 3 
больших $ дается правой частью формулы (6.03) при a& == (. Ух № 4) м. 
a 


7.5. Пусть п — нуль или целое положительное число. Используя упр. 5.3, 
показать, что У, (=) имеет бесконечное множество пулей в секторе 0 > 
< ати: <a, лежащих на кривой, имееющей луч аге (2 — (1/2) т 3) = 
в качестве асимитоты. 

7.6*. Пусть v фикспровано, у > — 12 н 

(т, t) = Л (х)соз (п!) + У, (2) зт (11), 
где !-- положительный параметр. Показать. что уравнению @y(z, t) =0 
удовлетворяет норень 2 == 2 (8), rue р({) — бесконечно дифференцируемая 
функция со следующими свойствами: 
p(s) = ми р(3— 1/2) = у. (5 — любое положительное целое число), 


ро =0 (v=), p(—v+0)=0 (-1<у<0). 


Показать также, что 


2p%p'p” — Зр?р"? + (ip? -|- 1 — 42) р’* — 4n%p 2p’? =. 0 


98, (x, 1) y 2 д 
— => Олвер, 1950), 
{| 58 ИЯ Г (Олвер, 1950) 


где штрих обозначает дифферснцирование по #. 


и 


$ 8. Модифицированные функции Бесселя 


8.1. В главе 2, $ 10 мы построили решение 7,(z) модифицич 
рованного уравнения Бесселя 


ee pe —( | зи 0. (8.01) 


Чт" 38 eC) 7 


Отличительным свойством этото решения является подчиненность 
в регулярной особой точке 2 =0 при Rev > 0 или у=0. Так 
как уравнение Бесселя преобразуется в (8.01) заменой 2 на iz, 
другим решением является функция Макдональда 


К,(а) = 5. ме"? HY (ле №). (8.02) 


В этом определении правая часть принимает главное значение 
при argz == 0; для других значений argz ветви K,(z) определя- 
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зотся по непрерывности. Главная ветвь соответствует значениям 
arg z@(—n, п]. 

Сформулируем некоторые важные свойства А,(2): 

(1) функция К,(=) действительна при действительных значе- 
ниях у и положительных з (более точно, при агез = 0), 

(2) функция К,(=) является подчиненной на бесконечности в 
секторе jargz| < л/2 —65(< п/2) для всех значений v. 

Свойство (1} выводится непосредственио из интегрального 
представления 


Ку = |e? 'ch (wt) dt 
0 


(larg |< (8.03) 


которое можно получить из интеграла 
Зоммерфельла (4.18), заменяя 2 на iz 
ut на ЕР лИ2. Для свойства (2) пме- 
ем из (4.03) 


© 
/2 А. (у 

Ky (2) =( us ) ie У 350) Рис. 8.1. Модифицировап- 

= reat 2° ные функции Бесселя по- 


р дков 0 и 10. 
(2—0 в [|216 5| 5 (3л/2)--5). (8.04) мы 


Трафики функций /,(2) и К,(т) при у=0 н v= 10 изображе- 
ны на рис. 8.1. 
8.2. Формулы для модифицированных функций Бесселя легко 


выводятся из соответствующих формул для немодифицированных 
функций. Например, 


К, (2) = +n {1—. (2) — Iy(2)}/sin уп, (8.05) 


ав) ные — (1) “ке, 800 


э 


т 


‚ жк, Ба} = 


2 


BI), Ly @}= — 


(8.07) 


В формуле (8.05) при целом или равном пулю у правая часть 
заменяется ее предельным значением. В (8.06) ветви принимают 
тлавные значення при —л < argz < п/2. Вронскиан (8.07) по- 
казывает, что функции 1,(2) и К,(2) липейно независимы при 
всех v; для Г, (2) и [-,(=) это не так. Из свойств, сформулирован- 
ных в $ 8.1, видно, что функции 1,(=) и К,(2) образуют численно 
удовлетворительную пару во всем секторе |argz| < л/2 при ус- 
ловии Rev > 0. 


21 Ф. Олвер 
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Асимптотическое разложение для [,(2) получается из (4.03), 
(4.04) и из формулы связи 
Ty (=) = + el? CD (ge™l2) 4 HO) (gel?) 


Пренебрегая экспоненциально малыми вкладами !), мы находим, 
что 


2 -- Av 
ен . © 
s=0 


2л2) 1/2 2 
(zoo в largz|<n/2—6). (8.08) 


8.3. Далее нам понадобится следующий результат: 

Теорема (8.1)?). (1) Если v(0) фиксировано, ro во всем 
интервале хе=(0, ©) функция 1,(x) положительна и возрастает, 
a К,(х) — положительна и убывает. 

(2) Если х(>0) Фиксировано, то во всем интервале уе 
Е (0, ©) функция 1,(2) убывает, а K,(x) возрастает. 

Часть (1) легко выводится из стененнбго разложения для 
1, (<), данного в главе 2, (10.01), и из интегрального представле- 
ния (8.03). Указанное в части (2) свойство А,(х) также непос- 
редственно вытекает из (8.03). Чтобы проверить оставшиеся 
свойства J,(x), выведем, дифферепцируя второе из выражений. 
(8.07), равенство р 


+, y(t), Al, (2) 1, OR, (x) OK. (=) 
Ky (2) om — Ky (2) 5% Ty (x) ay 1, (5) a (8.09) 
Рассмотрим правую часть. Степенные ряды для Ть(л) и Г, (1) 


показывают, что обе эти функции положительны при положитель- 
ных у и x. Дифференцируя (8.03), мы находим, что функция 


ЭК, (+) ЭК, (x) 
положительна, а 9% — отрицательна, Поэтому пра- 


вая часть формулы (8.09) положительна. 
ЭТ, (x) 
Рассмотрим теперь om при фиксированных положитель- 


ных значениях у. При z— -|-0 имеем 


4 У 
al, (2) (+2) [1 1 
вто (3-2) +00) 


1, (x) 
Следовательно, ay <0 для всех достаточно малых z. Если 


1) Сы. также $ 43, особенно упр. 13.2. 
2) Часть (2) теоремы получена недавно; см. Кохран (1967), 9. Л. Джоунс 
{1968) и Рейдинк (1968). Приведенное доказательство принадлежит Кохрану. 


§ 8] МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 823 


al, (=) 
Z непрерывно возрастает, то либо производная a остается 


отрицательной, либо мы достигаем некоторого значения х = 2, 
ЭТ, (x) 
в котором + обращается в нуль. В последнем случае лег- 


al’, (2) 
ov 


ко видеть на рис. 8.1, что функция неотрицательна в 5. 


Поэтому левая часть равенства (8.09) неположительна при 2 = 

==2y, что противоречит нашему выводу о знаке правой части. 
ЗГ, (x) 

"Таким образом, zy не существует, т. e. ay <0 при всех по- 


ложительных у и х. Доказательство теоремы 8.1 закончено, 

8.4. Свойства нулей (по перемеенной 2) функции 1,(2=) можно 
вывести из свойств J,(z) ($6) с по- 
мощью поворота плоскости переменной 
Z Ha прямой угол. Например, приу > 
>—1 все нули Г,(=) чисто мнимые и 
образуют сопряженные пары. 

Теорема 8.21). При действи- 
тельном у Функция К,(2) не имеет 
нулей в секторе larg 3| < 1/2. 

Равенство (8.05) показывает, что 


К_, (2) =К,(=) (У— любое). (8.10) 


В силу принцина симметрии Шварца 


Рис. 8.2. 2-плоскость, 


К,(2) =А.(2). (v — действительное). 
(8.11) 
Следовательно, чтобы доказать теорему. достаточно установить, 
что А,(2) не имеет нулей в секторе —л/2 <argz <0 при у >> 0. 
Мы сделаем это, применив принции аргумента ($ 6.5) к контуру 
ABCDA, изображенному на рис. 8.2. На этом рисунке часть АВ — 
это четверть окружности la} r, а СР — четверть окружности 
12| =f. (в обозначениях $ 6). Затем мы положим г-—>0 и 
S> 00, 
На AB значение |2| малб. Из (8.06) и из комплексной формы 
соотношения (7.03) получаем 


Ky) ~ Te)” (у>0; _ К ша. (8-12) 


Следовательно, при малых г изменение аргумента К,(2) имеет 
вид si 


A arg{Ky()}=-+-va-+o(1) (v0). 
AB 


1) Макдональд (1899). 
24* 
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На ВС положим z—=te-*?, где + — положительная перемен- 
пая. Из (5.03) и (8.02) имеем 


Ky (te!) = nie"™? (5, (0) + iY y (0). 


При ¢=r функция Y.(£) отрицательна и велика по абсолютной 
велизиие (ср. (7.03)), а /,(#) ограничена и положительна. 

Вспоминая свойства /,(Ё) и Yy(t), уста- 
новленные в предыдущих параграфа 
особенно в $7, мы видим, что график 
(ОНУ, от t=r yo = ра име- 
ет вид, изображенный на рис. 8.3, а его 
продолжение от #==},2 до ==)... 06- 
ходит начало координат (s/2)—1 раз 
в положительном направлении. Поэтому 
для малых 1 


A arg {Ку (z)} = sa + 0(1). 
BC 


HaCD значения |2| велики; из (8.04) 


= мы получаем 
Рис. 8.3. /.(0 + 27.0. A arg {Ky (2)} =-- + п— jy +0 (A). 
cp 


Накопец, на DA нет изменения аргумента, Tak Kak функция 
К,(2) действительна и положительна. 
Объединяя все вклады, мы приходим к формуле 
: 1 4 : р: 
А arg {Ky (2)} = y Vet st 7 — vs 4 о (1). (8.13) 


ABCDA 


Здесь снова, поскольку $ велико, значение jy, можно заменить 


па [ fe = a +)" с ошибцой о(1) (ср. $ 6.5). Тогда при r>0 


и $ — oo правая часть (8.13) обращается в нуль, и теорема дока- 
запа. 

Дальнейшая информация о нулях К,(=) имеется ниже в 
упр. 8.7. 


УПРАЖИЕНИЯ 


8.1. Показать, что функция 2\"'К,(2) удовлетворяет тем aie рокуррент- 
ным соотношениям, которым удовлетворяет /,(z), и что 


i ь _ 4 
1, @) Ky @)+-WH@K, @) =. 
8.2. Показать, что при любом целом т 


Ку(2етят) = e~ mai K, (2) — лё т (тул)созес (vx) Г, (2). 
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8.3. Вывести из (5.07) п (8.06), что если т — неотрицательное целое чис- 
о, TO 


{я 
2) VW @-s— 0! 


s! 


1 ,\s Г 
aa) + и (3 2) 1,0 + 


8.5. Деформируя контур интегрирования в интервале Ганкеля (4.20) для 
wey, (rse*'/?), получить интеграл Бассета 


К, (v3) = 


(%-!- 4/2) (2: и cos (xt) dt 
m/2yV | (t? ++ пути 


Tae Rev > — 1/2, x > 0, jargz| < я/2, а ветвь функции (t? + 22)*+!/2 непре- 
рывиа и при ё — - со асимитотически приближается к главному значению 
функции #241. 

8.6. Используя yup. 8.4 п интегральное представление бета-функции, до- 
казать, что 


© 


а ТЫ 
\‹ К y(t) dt == 2! | ( 


6 


м) (Rew >| Rev). 


8.7. Пу. сть \ >0. Доказать, что если число v — 1/2 не является нечетным 
целым, то общее число нулей фуниции К,(2) в секторе |argz| = л равно 
четному целому числу, ближайшему к v-- 1/2. Для этого использовать 
формулу 

Ky (te*!) = е-® (К, (В — лаем", (1)}, 
которую можно получить из yup. 5.2, и применить принцип аргумента 1: зам- 
цнутому контуру, состоящему из: 
1) дуг окружностей z = Re? и 3 = те (— л < 0 <a), где В — велико, 
а г— малб; 2) отрезков прямых arg == 5 л, г |2| < В [Ватсов, 1949]. 


$ 9. Вырожденное гипергеометричекое уравнение 


9.1. Уравнение Бесселя можно рассматривать как преобразо- 
ванную форму частного случая вырожденного гипергеометриче- 


ского уравнения , 
9 (9+ — 1)ш == 2(9 Ради, (9.04) 
в котором а и с — параметры и, как и раньше, 9 = z——. В свою 
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очередь уравнение (9.01) является частным случаем при р = 
=q = 1 обобщенного гипергеометрического уравнения (11.02) 


из главы 5. 
Уравнение (9.01} можно записать в виде 


di d 
гв +(c—2) та aw = 0. (9.02} 


Это уравнение имеет регулярную особую точку в начале коор- 
динат с показателями 0 и 1 —с и иррегулярную особую точку 
ранга 1 на бесконечности. Название вырожденная возникло сле- 


д. 2 
дующим образом. Гипергеометрическая функция F(a, 6; >) 
удовлетворяет уравнению 


2 \ 422 / at+1 dw 
s(1—+) Se + (¢ 2 т 2) aw = 0. 


Оно имеет особые точки в 0, Би © и сводится к (9.02) при 
b-> co, Таким образом, происходит вырождение двух регулярных 
особых точек, порождающее иррегулярную особую точку. Мно- 
гие свойства решений уравнения (9.02) легко выводятся с по- 
мощью этого предельного перехода; см. yup. 9.2 и 9.4. 

9.2. Если использовать обозначение $ 11.1 главы 5, решение 
в виде ряда уравнения (9.02), соответствующее показателю 0 
в точке 2 =0, равно 1F\(a; с; 2). Как функцию oF \(a, 6; с; 2) 
обычно обозначают через F(a, 6; с; 2), так и для 1Ё1(а; с; 2) 
часто вводят более простые обозначения М(а, с, 2) 
Ф (а, с; =). 

Используя символ Похгаммера, имеем 


SI (a), 28 


=), 51 


М(а, с, 2) (#0,—1,—2,...). (9.03) 


Этот ряд сходится при всех конечных 2 и определяет функцию, 
изъестную под названием функции Куммера. 

Как и в случае гипергеометрического уравнения, ограничения 
будут более слабыми, если в формулах использовать решения 
вида 


© 


1 (a) 
М (а, с, 2) = то М (a, с, 2) У ГЕЯ. 


(9.04) 


Мажорируя этот ряд, легко показать, что при фиксированном 
2 функция М(а, с, =) является целой по а и по с; сравните $ 9.2 
главы 5. В то же время М (а, с, &) является в общем случае меро- 
морфной функцией переменной с с полюсами в точках 0, —1, —2, .... 
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Для второго показателя в 2 =0 соответствующее решение 
имеет вид 


N(a, с, =) == 21-°М (4 На-с,2— с, 2) (c # 2, 3, 4,...). (9.05) 
Мы можем также положить 


М (а, с, = 
М (а, с, это 


=2'“M(14+-a—c, 2—с, 2). (9.06) 
Формула (1.10) из главы 5 показывает, что вронскиан функций 
М (а, с, =) и М(а, с, =) равен постоянной, умноженной Ha e*Z~°. 
Рассмотрение предельных форм этих решений и их производ- 
ных в точке Z = 0 дает 


#{М (а, с, 2), М(а, с, 5) } = ла (me) e%2-*, 


Таким образом, М (а, с, 2) и М(а, с, 2) линейно независимы, ис- 
ключая случаи, когда с — целое число или нуль. 

9.3. Интегральное представление для М (а, с, 2) можно найти 
методом, использованным в $ 9.4 главы 5 для F(a, 6; с; 2); мы 
получим 


1 


ы = Г (с) at 
М (а, с, 2) = СЗУ | ( 


(Вес > Веа >> 0), (9.07) 


причем дробные степени имеют главные значения. 

Методом Похгаммера этот интеграл можно преобразовать в кон- 
турный интеграл, в котором с помощью аналитического продол- 
жения устраняются все ограничения, наложенные на параметры; 
см. yup. 9.4. 


УПРАЖНЕНИЯ 


9.1. Показать, что 


1 
I,@= Perth M (> | >, 2-1, ais), 
(2 ye 1 
Ter) M (+ >, 2-1, 23). 


9.2. Доказать, что при фиксированных a, си 2 гипергеометрический ряд 


Т, (2) = 


2 


для F («. b; с; p |сходится равноморно относительно $ = [2|z|, оо). Вывести 


отсюда, что 


M(a, ¢, 2) = lim F(«, 5; с; г 
boc 
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и далее из упр. 9.4 к главе 5, что 
(с —2)М(а— 4, с, =) + (2а— с -{ =) М (а. с, 2) —аМ (a+ 1, ¢, z) =0, 
M(a, с —1, 2) + (1— с — =)М(а, с, =) (се —а)=М(а, c+ 1, 2) = 0. 
9.3. Преобразуя дифференциальное уравпение, получить второе ') npe- 
образование Куммера 
M (а, 2a, 22) = е Е ( + ih, +2) (2а #0, —1, —2,.... 


9.4. Из упр. 9.2, а таже из yup, 9.5 к главе 5 вывести, что 
М (а, с, 2) = 
ТГ (ао) 


: 


(+, OF: 1—, 0O—) 


Apa 04-Е ean, 


где а — любая точка из интервала (0, 1). а Bera 2-1 и (4 — #)°-“-! ненре- 
рывны на контуре интегрирования и прииимают в начальной точке тлавные 
значения. 


$ 10. Асимптотические решения 
вырожденного гилергеометрического уравнения 


10.1. Теория, изложенная в $ 2, непосредственно применима 
и к иррегулярной особой точке уравнения (9.02). Используя тео- 
ремы 2.1 и 2.2, мы находим, что существуют единственные реше- 
ния О (а, с, 2) и У(а, с, =) со свойствами 


aX (2) (1 в). 
U(a,c,2)~2 ery = 
(2 oo в [атр 2| < 3/2 — 8) (10.01) 


У (а, с, 2) те: (— 2)"° У еж: aia 


(2—0 в farg(—z)|<2/2—4), (10.02) 


где 6 — произвольная малая положительная постоянная?). При 
Z—> co в правой полуплоскости функция U(a, с, =} является под- 
чиненной, а V(a, с, =) — доминирующей; в левой полуплоскости 
они меняются ролями. Таким образом, эти два решения линейно 
независимы при всех значениях параметров. 


') Первое преобразование Куммера будет введено в $ 10.2. 

2) Используя обозначение обобщенной гипергеометрнческой функции, 
мы можем формально записать правую часть соотношения (10.01) как 
2 в.Ро(а, 1 -а—с; —2-'). Аналогично для У (а, с, 2). Другим обозначением, 
используемым для 0 (а, с, 2), является \ (а, с; 2). 
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Функции О (а, с, =) и V(a, с, 3) связаны следующим образом. 
Производя в формуле (10.01) преобразование переменных, вре- 
зультате которого правая часть (10.01) будет совпадать с правой 
частью (10.02), мы находим, что функция e7U (с —а, с, --2) удов- 
летворяет уравнению (9.02). Это решение является подчиненным 
при 3—> со и поэтому равно постоянной, умпоженной Ha V (a,c, 2). 
Сравиение главных членов показывает, что эта постоянная равна 
единице; таким образом, 


У(а, с, 2) = e?U(c —a, с, —2). (10.03) 


Иптегральное представление для U (а, с, 3), анамогичное (9.07) 
имеет вид 


rh, ves 1 а—1 1 peat at 
С (а, с, ты if (1-0 dt 
[о 
( argz|<—-a, Rea>0). (10.04) 


Эту формулу можно проверить, показав, что интеграл удовлетво- 
ряет вырождепному гипергеометрическому уравнению, и затем 
сравнивая асимптотическую форму, которую можно получить из 
леммы Ватсона, с (10.01). 

10.2. Преобразование, приводящее к (10.03). показывает 
rake, что функция е:М (с —а, с, —2) удовлетворяет уравнению 
(9.02). При Ree > 1 или с = 1 это решение является подчинен- 


ным в точке 2 ==0, и так как CHO принимает значение 1/Г (с) 
в отой точке, мы получаем 
М (а, с, =) =еМ(е—а, с, —2). (10.05) 


Аналитическое продолжение спимает все ограничения па парамет- 
ры в этом результате, который известен под названием преобра- 
зования Куммера. Это преобразование можно также установить, 
умпожая ряд (9.04) на стеиенной ряд для e-* и используя теоре- 
му Вапдермонда. 

Другим преобразованием, не изменяющим вырожденную ги- 
пергеометрическую функнию, является одновремепная замена а 
исна t+a—c n 2—e и выбор новой зависимой переменной 
в виде 2'-“ш; такой вывод можно сделать из (9.05). Сравнивая 
подчиненные решения в = = + со, мы получаем, что 


UU+a—c, 2—c, 2). (10.06) 


U(a, c,z)=2 


10.3. Найдем коэффициенты A и В в формуле связи 
М (а, с, 2) = АС(а, с, 2) + ВУ (а, с, z). 


Поскольку U(a, с, 2) и У(а, с, =)— многозначные функции 2, 
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значения этих коэффициентов зависят от того, какие ветви мы 
имеем в виду. Предположим, что агезе[0, x] и arg(—z)e 
© [—л, 0]. 

Налагая временно ограничение Вес >> Веа >> 0 и применяя 
метод Лапласа к (9.07), мы находим, что 


М (а, с, =) ~e*2*-*/P (a) (5-00, argz=0) (10.07) 


и 
М (а, с, 2) > (— ТГ (са) (2 &, arg(—z) =0). (10,08) 
Если 2—0 при argz=0 или arg(—z)==—a, то решение 


U(a, с, =) — нодчиненное, a V(a, с, 2) ведет себя асимитотически 
как ©‘ “79 (ср. (10.02)). Сравнение с (10.07) дает 


В = 2-97 (a) 2 
Апалогично, осли 2— —oo при argz = п и arg(—z) =0, то peme- 


ние V(a, с, 2) — подчиненное, а U(a, с, 2) ведет себя асимитоти- 
чески как (—2)-”е-—“”'. Поэтому 


АН е" Г (c—a). 


Таким образом, один из вариантов искомой формулы связи имеет 
вид 


ва оао 
М (а, с, 2) = Tera 0 <, 2:2) tay VG, с, 2), (10.09) 
причем ветви определяются условием аго(—2) = —л при arg ё== 


= 0 и далее по непрерывности. 

Формула (10.09) установлена при ограничении Вес > Rea > 
> 0. Мы уже отмечали в $ 9.2, что при фиксированном 2 функ- 
ция М (а, с, 2) является целой по а и с. Из теоремы 3.1 следует, 
что то же самое верно относительно U(a, с, 2) и У(а, с, 2), если 
2 не равно нулю. Поэтому в силу аналитического продолжения 
формула (10.09) справедлива без ограничений на параметры. 

Если же мы будем использовать непрерывную ветвь функции 
У(а, с, 2), определенную условием агя(—2) = л при argz = 0, 
то в силу симметрии формула связи примет вид 
ani (e—a)ri 


eal 
Г (а) 


aU (а, с, 2) 4 

Важность формул (10.09) и (10.10) заключается в том, что 
при объединении с (10.01) и (10.02) они определяют асимптоти- 
ческое поведение М (а, с, 2) при больших 2 в широкой области 
изменения argz, а именно в секторе [ага |< (3л/2) — 5. В раз- 
личных частях этого сектора одна из функций О (а, с, 2) и 
У(а, с, =) экспоненциально мала по сравнению с другой и поэто- 
му ею можно пренебречь в смысле Пуанкаре (хотя, как мы уви- 
дим в $ 13, такой акт может привести к потере точности в чис- 


ё 
ге— 


М (а, с, 2) У (а, с, 2). (10.10) 
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ленных расчетах). В других областях, в особенности вблизи 
прямых arg 2 == -Ел/2, вклады от U(a, 2, с) и У(а, с, 2) одинако- 
во существенны '). 

10.4. Другая важная формула связывает U, М и М: 


О (а, с, =) =СМ(а, с, z)-+-DN(a, с, 2). (40.14) 


Чтобы найти С и D, мы положим свачала z—>--oo. Тогда, ис- 
пользуя (10.09) п (9.06), имеем 


М (а, с, =) ~ ет /Г(а), М(а, с, 2) ~ ее" (1-+-a—c), 


если ни одно из чисел аи 1 а—с не равно целому отрицатель- 
ному числу или нулю. Поскольку функния U(a, с, 2) является 
при данных условиях подчиненной, отсюда следует, что 


C/T (а) = —D/T(1+a—e). 
Далее, предположим, что Веа >> 0 и Вес < 1. Полагая #—0 
в (10.04), мы получаем 


T(i—e) , 
Pa+a—o)’ 


1 a—{ L уефа 

O(a, 6 +0) = ahs |. ао 
) 

сравните упр. 1.3 к главе 2. В правой части равенства (10.11) 

функция N(a, с, 2) при 2-—>0 стремится к нулю, а М(а, с, 2) 

стремится к 1/Г(С). Следовательно, 


_T@ru—o ., FPOPrass 
Тита д, Dis Г (a) ы 


a равенство (10.11) принимает вид 


a М (а, с; 2) М (а, с, 5) 

(ан, 2) sg PES, F(a) } (10.12) 
Как ив $ 10.3, аналитическое продолжение устраняет все огра- 
ничения, наложенные на параметры. 

Объединенная с равенствами (9.04) и (9.06), эта формула 
описывает поведение U(a, с, =} около точки z= 0. Если п — це- 
лое число или нуль, правая часть формулы заменяется ee пре- 
дельным значением; см. ниже упр. 10.6. 

10.5. Определитель Вронского для U и М можно найти, рас- 
смотрев предельный вид этих функций и их производных при 
2— oo или при 2—0. Любой путь дает формулу 


W{U (a, с, =), M(a, с, =) } ==е"2-Г (а). 


1) Много асимптотической информации, содержащейся в (10.09) и 
(10.40), можно также получить из (9.07) с помощью методов Лапласа и ста- 
ционарной фазы. Вклады от концевых точек областн интегрирования долж- 
ны быть учтены; ограничения Вес > Веа >> 0 можно снять, используя ме- 
тод $ 5.2 главы 4. 
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Поэтому если а не является неположительным целым числом, TO 
эти рошения линейно независимы. Их относительные свойства 
подчиненности при 2— © и 2-0 показывают, что если Вес >> 1, 
то функции О (а, с, =) и М (а, с, =) образуют численно удовлетво- 
рительную пару решений во всем секторе {arg z| < л/2. 

Если а=0, —1, —2,... и Вес > 1 или с ==1, то решение 
уравнения (9.02), подчиненное в начале координат, является под- 
чиненным и на бесконечности в секторе |агс 2| < 1/2 — 6; вдей- 
ствительности оно представляет собой многочлен по 2 степени —а; 
см. ниже упр. 10.3. Как отмечено в $ 7.3 главы 5, комбинация 
этого решения с линейно независимым решением, например с 
У (а, с, 2), дает численно удовлетворительную пару решений в сек- 
торе jarg2| < 1/2. 


УПРАЯШЕНИЯ 
10.1. Показать, что 
Ky(z) = w'/2(22)%e7U (у + 1/2, 2+1, 2:). 


10.2, Показать, что неполная гамма-фулкния может быть представлена 
B виде 


М (а, < 1, — 2) (a #0, —1, —2, .. 


т, = 


Га, 2) =e 0 (1 а, 1—а, 2). 


10.3. Показать, что многочлены Jlateppa п Эрмита мой:но записать в видо 


а мои 0-69, 


п! nt 


13 :) 
a erg ead В 


10.4. Показать. что функция параболяческого цилиндра (глава 6, $ 6) 
представляется в виде 


U (а, 2) =2 


«а 
| 
|= 
о 
ях 
к 
— 
== 
ы 
is 
в. 
[> 
т 
|= 
a 
1 
pis 
=> 
= 
62| > 
а 
te 
Raa 
| 


10.5. Проверить, что 
U(a—1, с, 2) + (с — 2а — 2) И(а. с. 2) +a(ita—c)U(a+1, с, =) = 0, 
(с—а— 10 (ас —1 2) + (1— с —з)0(а, с, 3) + 20 (ас +14, 2) = 
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10.6. Пусть т — положительное целое число. Рассматривая предельную 
Форму равенства (10.12), показать, что 
U (а, т, :) = 

т—1 ` 


—1)! < 
= (=F, nt НА 0 (а, т, =) Ins +У Am, sttm,s 


m,—s 


m0 


rae 


a ОР) 


an ling 
т Ta) Fa m) те!” Vlas) 


ИЯ Фа - 


$ 11. Функции Уиттекера 


11.1. Если в вырожденном гипергеометрическом уравнении 
(9.02) сделать замену зависимой переменной, приводящую к ис- 
хлючению члена с первой производной, то мы получим уравнение 
вида 


aw 1 k т? - 1/4 
вк а ее el he Cha 
4 1 = 
в котором k= —-¢ —@, т = с — >, W= И, Ono па- 


зывается уравнением Уилтекера. Стан; i's решения имеют вид 


ивр (m — +, 2+1, 2), (11.02) 


пиру (m kA, Im 44, 2). (11.03 


Каждое из выражений является многозначной функцией 2. Глав- 
ные ветви соответствуют области arg зе= (--л, п]. 

Все формулы из $$ 9 и 10 можно выразить в терминах функ- 
ций Уиттекера. В частности, аспмитотические свойства имеют вид 


My m(2)~ ZO (2-0, Ime —1, ~2, —3, ...), (44.04) 
Wrm(z)~e zk (g-» 00, | arg 2| < (31/2) — 8). (41.05) 


41.2. В качестве примера применения теорин, изложенной 
в главе 6, можно определить поведение функций М, „(2) и 
W,, „(2) при больших т. Мы приведем план рассуждений в слу- 
чае, когда параметры и переменные действительны и положи- 
тельны. 
После подстановок 5 == 2/т ul == А/т уравнение (11.01) при- 
нимает вид 
ее 
—= = {/ (1) + 8(х)} W, (11.06) 


334 УРАВНЕНИЯ С ИРРЕГУЛЯРНЫМИ ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ Гл. 7 


где} 


a? — 4-4 4 i 
f(a) =m gy =— (11.07) 
Нули f(z) находятся в точках х = 21-52(Р—1) 1/2. Если (< [0, ©], 
где & — фиксированное число из интервала [0, 1), то эти нули 
комплексны, и функция f(x) положительна всюду в (0, со). 

В силу этого к (11.06) можно применить теорему 2.1 из гла- 
вы 6 при а! = 0 иа> = с. Из $$ 4.2 и 4.3 той же главы — или не- 
посредственно — видно, что функция контроля опшбки Г, пост- 
роенная на основе функций (11.07), имеет вариацию, сходящуюся 
при z= o и 0, т. е. величина 7 


(2212 а | (2? |. 
(@? — Чате 4) da? (аа — ie Ад] ' 


2» Ц. 
Po0ef)= > \ 
0 
tg ВБИ а 
T Op (a2 — ale 1 2 | 
конечна. Кроме того, легко видеть, что 
Yo, w(F) = т-10 (1). (11.08) 
равномерно относительно 1 = (0, a]. 
Упомянутая выше теорема утверждает, KPOMC того, что суще- 
ствуют такие решения №1 (2) и 12(х) уравнения (11.06), для ко- 
торых . 


w, (2) = f-"!" (a) exp {| 7"? (a) dz} {1 4-4 (x)}, (11.09) 


we (a) = Г (x) oxp {—J f(z) da} {1 + (8), (4140) 
где 
Ге (2)l<exp{+ ув, (9} 1. lea @|<exp (+ у, #1. 


Первое решение является подчиненным в х=0; второе — в =. 
Поэтому 


My = _ №, и, 
чето» 2 A(k, т), а = Bik, т), 


тде A(k, т) п В(Ё, т) не зависят or x (или от 2). 

Значение A(k, т) можно найти, положив 5—0 и используя 
(41.04), (11.09), а также соотношение 21(2) —>0. Аналогично 
можно найти B(k, т), положив 1-0 и используя (11.05), 
(11.10) и соотношение =2(2) > 0. Эти вычисления основываются 
на элементарном тождестве ^ 


(раша —mIn 
2 


2 


в котором 
= (22—4kz+4m?) 2. . 
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Конечный результат имеет вид 
отт 2MHAI2D (т — К MH 1/2) 92/2 
Mim (2) - т = 
: ет 2112 (7 4 2 — 2)" (mZ — kz + 2m?) 


+ в1) 


и 


(Z 2 — 2 (тй — 2m2)™ 
(m—hy™ (2e)F ~m—(1/ Sate 22 


И», =(2) (1+ =). 
Остаточные члены имеют следующие свойства: 1) если k и т фик- 
спрованы, то €; > 0 при z-> 0 и =2-— 0 при =-+ ©; 2) если т ве- 
лико, то €; = О(т-!) и =› = О(т-') равномерно относительно 
2 = (0, <) и ke [0, am], где a — любое фиксированное число 
из [0,1). 

Следуст отметить, что условие 2) включает случай, когда № 
иксировано. При этом происходят некоторые упрощения. 


УПРАЖИЕНИЯ 


11.1. Вывести из (10.12) формулу 
Г (— 2m) Г (2m) 


т (2) = ИИ + — EO) 
Г (-„-4) Г (z+m—4) 


при этом, если 2m — целое число или нуль, TO правую часть следует заме- 
нить ее предельным значенпем. 

11.2. Показать, что M_p, т (26?) = "М, m(z). Далее, используя пре- 
дыдущее упражнение, доказать, что при любом целом $ 


(= 1)" Wy 29) eoheti 
k,m 


My, —m (2); 


sin (25тл) 4- sin {(2s — 2) mx} W,, 


sin (2mm) 


_ sin (25тл) 
sin (2m) r (: 


$ 12*. Оценки остаточного члена 
для асимптотических решений в общем случае 


12.1. Метод доказательства, использованный для теорем 2.1 и 
2.2, является недостаточно эффективным для того, чтобы дать 
уловлетворительные оценки для п-го остаточного члена асимптоти- 
ческого разложения (2.04), особенно когда п не подчиняется ус- 
ловию (2.14). Чтобы получить более точные оценки, мы построим 
для остаточного члена интегральное уравнение, используя допол- 
нительные функции, которые приближают искомые решения луч- 
me, чем ем? и 2^2. В то же самое время мы ослабим условия 


на f(z) и g(z)- 
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Функции f(z) и 8(2) голоморфиы в области, содержащей сек- 
top $: а За <8, |2| Sau 


1 > У 0-Х“ (@-юв8), (12.01) 
s= вы * 


2 о 
где 6-48. Остаточные члены разложений определяются 
формулами 


(12.02) 


Таким образом, при фиксироваином п величины |Ё„(2)| и |G, fs) ] 
огранпчены В $. 

Этапы доказательства апалогичны проведенным в теоремо DAs 
и поэтому мы будем использовать Te же самые обозначения. 

12.2. Используя тоя:дество 


ВУ 


Хх! р. g б (а 
dal gy alt apo (2 
Ba) Ent) = ea рН | 


и аналогичное тояздеетво для f(2)L,(2), мы можем проверить, 
что выражение 2,(3) m3 формулы (2.06) имеет вид 
(fo ++ 2A4) па 


R,(@) =~ SS (12.03) 
rye 
Ross (2) = 
n—1 
= Ха — Э Fp ia + ыы (9 бин (12.04) 


причем А,(2) ограничено в $. 

Чтобы построить новое питегральное уравнение, эквивалентное 
(2.07), мы найдем сначала дифференциальное уравнение, которое 
аппроксимирует данное уравнение 


ши’ Ка) ю’-Е(2)ш = 0 (12.05) 
точнее, чем 


w" + ри" gow = 0, 


когда значение |2| велико. Наиболее очевидным выбором является 


р 
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HO его в общем случае нельзя решить в элементарных функциях. 
Мы применим результат упражнения 1.2 из главы 6, опреде- 


ляющий функции p и 4 таким образом, чтобы разложения 50эф- 
фициентов перед dW/dz и W по степеням 27! согласовались © раз- 
ложениями {(2) и 8(2) до члена с 27!, Очевидно, что этот выбор 
не единствен; для простоты мы возьмем 


1 da. 1 5. const 
£ ME 2 51 
G=hr et D dz | у 94° — 8 г | rm 


выбирая постоянную во втором соотношении TAK, чтобы сделатьр 
полным квадратом. Тогда 


1 742 Me 2 
p=+(i—4e))(1+ £), 


где 
pa: АВ и, (42.06) 
п, — 480 2 


сравните (1.09) и (1.10). При таких samenax функции 
—/2 / 1/2 

ное "em, то = (1+ =) 

удовлетворяют дифферендиальному уравнению 


(т 2) + в В аи 0, (42.08) 


3 


(12.07) 


в котором 


5. = + (1—2) (te fo) = Wye 4 + Ен») (12.09) 
и 


Ка) = — pit (р м)" = ffs 4 £)(1 р +. 


Очевидно, что (12.08) дает искомое уравнение, соответствующее 


(12.05). 
Используя (12.02) при n= 2, мы запишем уравнение (2.07) 


в виде 
+ (+ as ent) + (+ +8 +1@bea@= 
= — 24K, ()— 220, (2) —F 


=”, (2), (12.10) 


22 ©. Onsen 
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где a ‘ee 
G2(z) = (2(2) — go — 27l(z). (12.11). 


Решение уравиения (12.10) с помощью вариации параметров дает 
искомое интегральное уравнение 


г, (2) = K (2, fee, (+ 2 0, 4 а, (12 12) 


в котором 


ИСИ, Ю-И, ФИ, _ И ВИ, ФЕИ, 


К (z, t) = 


Wy (t) Wt) — Wy (t) Wy (6) (hy Ay) HT Heg athe? 

(12.13) 

а 21 — произвольная фиксированная точка 13 $; в качестве 21 
обычно выбирают бесконечно удаленную точку на луче arg {= —® 


(ср. (2.12)). 

12.3. Мы будем решать уравнение (12.12) с помощью теоремы 
10.1 из главы 6. Чтобы найти оценку ядра, введем сначала обо- 
значения 


Е (2) = АР ра ш2,  82(2) =А22-- ро, 


причем ветвь 12 выбирается непрерывной на контуре пнтегри- 
рования 1. Тогда из (12.07) и (12.13) следует, что 


—1/2 —1/2 ока — Ez) a(t) 
K (2, )=(t4 а (+2) f | 


2 t Al hy 


Пусть A; удовлетворяет условию, что Re {Е2(1) —Е:(#)} me убы- 
Bact, когда ¢ изменяется от 2 до 21. Тогда 


Jee) Бы) [< её 9-ю | 
’ 


и поэтому |К(2, t)|<Po(z) Q(z), где 


ema], Py) =2,| 


1 = sup ан”. | (12.14) 


te, t 
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отсюда [<5 (= “EO «р 2) Q(t), где Р\(=) == с›Р.(2) и 
1 Ma e\-! 
as a a, т | pra (1 + у ) |+ 


[tea (142) |. 219 


Воспользуемся снова обозначениями теоремы 10.1 главы 6: 
Ф0=-— 2,9, де, 
w= °C, чф=- ЕР. 


Гакпм образом, в условии (6) $ 10.2 главы 6 имеем 


Ф (2) =} {R, © de], (eh 


Ys Pa fl 


k=, Юм, By = еле А-а] 1, 
Очевидно, что 
Ч, (2) < ой (i), Ч @< га (Е 


и 


тде 
сз = sup |6.(1)|, с = sup |, (0. (12.46) 
=, =, ь 


Используя формулы (12.03) п (12.04) и вспоминая, что 0-2 = 
== А,—А2, мы приходим к неравенству и 


Ф (2) < — del {9 (Aa, 18-")+ V2, altartse Dh 
тде 


Tati = 
n= 


229, | Хрен вы Ри OF MF ng О-ва (O} 
ом — 1 


Применяя. указанную выше теорему, мы получаем решение инте- 
трального уравнения (12.12) вдоль выбранного пути 9, вместе 
с оценками. То, что это решение также удовлетворяет дифферен- 
циальному уравнению (2.07), можно установить с помощью рас- 
суждений, аналогичных проведенным в $ 11.2 тлавы 6. 


22* 


. (12.47) 
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12.4. Собирая вместе предыдущие результаты, мы можем 
сформулировать следующую теорему. 
Теорема 12.1. При набранных курсивом условиях в $ 12.1 
уравнение (12.05) для каждого целого п>0 имеет решение 
п—1 


az „Ш 


бд ers (12.18) 


зависящее от произвольно выбираемой точки 11 и голоморфное 
в $5. Значения di, Wi, 4..1 определены в $ 1.2, а остаточный члеь 
€n,1(2) оценивается следующим образом. Пусть Z,(21)— мно: 
ство точек 2, для которых существует путь P; в $, соединяющий 
ZC 2 и имеющий следующие свойства: 

1) PY; состоит из конечной цепочки Вэ-дуг, 

2) Re {(2—^)Е+ (н2— в.) Ind} не убывает, когда t изменяет- 
ся вдоль ЗФ; от 2 Oo 2. ; 

Тогда в 71(21) величины |en1(2)| ш lens (2) |/eg ограничены 


выражением 
9, | daz nm р Bayt.) ob. т 
ey {es wl See rl > 
(_2¢er (eye4- 


= 
‘ 2 1 4 
*eXP Tht (4}}, ‹24ю 


где Tys1,1 определяется формулой (12.17), сл, co и Cy заданы ра- 
венствами (12.14) — (12.16), р задано формулой (12.06) и 


es= Sup |G, (t) — Hatt, — 
te, 


ay (12.20) 


t 


Замечания. (a) Условия 1) и 2) на Я, аналогичны усло- 
виям, сформулированным в $ 11.3 главы 6. В приведенной выше 
теореме допустимый путь снова можно было назвать поступатель- 
ным путем. Если 21 — бесконечно удаленная точка на постуна- 
тельном пути LY; (что обычно и будет иметь место), то требуется, 
чтобы 9, совнадал с Ly в окрестности 21. 

(b) Аналогичный результат справедлив для второго решения 
дифференциального уравнения: по существу, мы должны поменять 
местами Ay и Ao, ш и |2, заменить а, 1 на а,.2 и ввести новые 
точку 22 и путь Po. 

(с) Аналогичная теорема спразедлива для действительных ие- 
ременных. В этом случае достаточно, чтобы f(z) и &(2) были не- 
прерывными функциями. Кроме того, оценку (12.19) можно уточ- 


нить, заменяя с; и Co одновременно Hay си 262 соответственно. 
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12.5. В следующем параграфе теорема 12.1 будет применена 
к разложениям Ганкеля. В этом случае м! = из, что значительно. 
упрощает выбор поступательных путей. Исследование более 
сложного случая функций Уиттекера при болыших значениях ар- 
гумента было проведено Олвером (1965). 


УПРАЖНЕНИЯ 


12.1. Доказать, что условие (2) ma 9, удовлетворяется, если с08ф > 
> loltl, где ф— агя(^› — 41) — угол вакаона касательной к 9, в точке 2. 

12.2. Показать с помощью предыдущего упражнения, что теоремы 2.1 и 
2.2 являются частвыми случаями теоремы 12.1. 

12.3. Используя yup. 12.1, показать. что уравнение 


@w 2 dw a 


— — i se 
Ри: te w=0 


имеет аналитическое решение с асимитотическим разложением 


=e Se i\ s 
VIVE ся 
3 md 


z | a 


0 


при s—> co в сенторе fargz| < (1/2) ~6(< 2/2). 


$ 13*. Оценки остаточного члена 
для разложений Ганкеля 


13.1. Оценки остаточных членов в усеченных рядах (4.03) 
и (4.04) можно получить из теоремы 12.1. Положим при п > 1 


WP (2) = es Me 


+ Maas (2) (> (13.01) 


s=0 ы 


где снова 6--2— + ул — =. В обозначениях $ 12 
F(z)=0 (822); 
С.(:}==—\7, G.(z) = 0 (s > 3) 


и 


р = 0, a=, сз = |v? — 4/4], cy = 0, 
Гиз, 1 == 0 (п > 0). 


Полагая 2; = {0 и вспомипая, что 1», :(2) = 
выводим из (12.19) оценку 


|», (2) [< 24, (%) |e, io (2") ехр{]?— 1/4]. im (t-1)}, (43.02) 


“ви, 1(2), мы 


причем пути в вариации подчинены условию, что Па изменяется 
монотонно. 
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Оценки для минимальных вариаций можно получить из $ 13 
главы 6, повернув плоскость переменной 2 на угол п/2. Тогда 


У: ("= 

[2 (O<argz<x), 
a fe) [еГ” (— Sarg s<0 nam л <arg2<7-a) | 
< 2 


’ 


2y (п) {Im 2|~” г. a<argz<— + л или лат 2<2n)| 


(13.03) 
7 


где снова x(n) я г т -|-1 г (5 n-+ г). 


Если |2|>>|v?— 14| и 0< ав 2 << л, то отношение оценки 
остаточного члена (13.02) к абсолютной величине первого отбро- 
шенного члена ЁА,„(у)/2” приблизительно равно 2. Если 
л/2 <|arg(ze-*”?) | = л, то это отношение приблизительно равно 
2z(n). В силу этого формула (13.04) является весьма удовлетво- 
рительной для численных расчетов в этих областях изменения 
аргумента. Но когда п <|arg(ze~*”?) | < (31/2) — 5, мы имеем 


Vz, tm (Г") = 25 (п) созес "6 |=|-”. 


Эта оценка сильно растет при 6—0, предупреждая нас о том, что 
ссли пренебречь значением \1»„,1(2), то формула (13.01) стано- 
BUTCH неточной при вычислениях вблизи границ arg 2 = —л и 2л. 

Для второй функции Гаикеля | соответствующий результат 
имеет вид ы 


nt 


нае |; (9 


A, (У) 
2 


ее вы, (13.04) 
rye 


Ine @1<2] An (Г) exp| 


tes 
4 


вы (=), 
(13.05) 


Оценки (13.03) применимы к Я, -:.(Г”) в сопряженных сек- 
торах. 

Оценки остаточного члена для соответствующих разложений 
1,(2) и Y.(z) легко выводятся из (13.02), (13.03) и (13.05) на 
основании формул связи (4.08) и (5.01). 

13.2. Удовлетворительные — асимптотические представления 
для HY? (2) и H®) (2) около границ областей справедливости раз- 
ложений (4.03) и (4.04) можно построить с помощью формул 
продолжения (4.13)`и (4.44) методом $ 4.3. Полагая в (4.43) 
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m= 14 2, мы получаем 
HS? (ze) =: — HS? (2) + 2 cos (va) HS” (ze). 


Если argz@(—a, л), To z и ze" лежат внутри области спра- 
ведливости разложений (13.04) и (13.03). Подетавляя в эту фор- 
i 
мулу разложения для HY? (2) и HS? (ze™) и заменяя затем 2 на 
ze"), мы получаем разложение 


HY @) = (=) 


4 (1+ (у 


справедливое при л < агб 2 < 3Зл. Это выражение является пол- 
ной формой формулы (4.16). 

При m<argz<( 20 имеются два различных представления 
(13.01) и (13.06) для HS? (2); мы отмечали в $ 4.3, что они 
эквивалентны в смысле Пуанкаре. В секторе 3n/2<argz<20 
оценки (13.02) для остатка в (13.06) зависят от первых двух 
строк в (13.03); соответствующая оценка для (13.01) зависит от 
последней строки и поэтому она больше. Аналогичным образом 
оценка остаточного члена для (13.01) меньше, чем объединенная 
оценка для (13.06) при л < ага 2 < 32/2. 

Мы можем установить этот результат следующим образом. 
Пусть |2| имеет заданное большое значение, а и фиксировано. 
Когда arg 2 непрерывно возрастает от л/2, правая часть разложе- 
ния (13.01) без учета остаточного члена дает хорошее приближе- 
ние для (2) вплоть до arg = = 30/2, включая и это значенис. 
Чтобы добиться сравнительной численной точности в случае 
8a/2<argz<2a, необходимо добавить к этому приближению 
второй ряд, стоящий справа в (13.06), хотя в этой области функ- 
ция е-® экспоненциально мала по сравнению с е* и ею можно 
пренебречь в смысле Пуанкаре. Когда значение arg 3==2л пройдено, 
функция e~* становится больше по сравнению с е*, что заставля- 
ет ряды в (13.06) поменяться ролями; учет второго ряда обязате- 
лен, а первый нельзя отбросить без некоторой потери точности. 
За значением аго2 = 57/2 оценка остатка для Yn,1(2Ze~*') 
в (13.06) становится большой, и чтобы сохранить точность, необ- 
ходимо использовать новое кратное первого ряда (получаемое из 
(2.13) при т =3). И так далее. Таким образом можно вычис- 
лить Нудля всех значений argz посредством одного или двух при 
менений формулы (13.01), где arg 2 изменяется в численно допу- 
стимой области [—л/2, 3л/2]. Аналогично для HY (2). 
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13.3. Другой путь получения оценок для остаточных членов 
в разложениях Ганкеля, особенно удобный, когда переменные 
действительны, состоит в применении методов глав Зи 4 к пите- 
гралам Ганкеля '). 

Допустим, что v > —1/2 и 2 > 0. Тогда путь в (4.20) можно 
сжать в контур, состоящий из двух сторон линии, которая соеди- 
няет 1 и 1+io0, Выбирая т == (t — 1) Л в качестве новой перемен- 
ной интегрирования и ислользуя формулу отразмепия для гамма- 
функции, мы приходим к представлению 


® 

' A А 
\ ey (1 >= in) “dt, 
5 


(13.07) 


тде множители под знаком интеграла имеот главлыс значения. 
Для любого положительного целого числа п формула Тейлора, 
получениая повторным иптегрированием по частям, имеет вид 


Ф» (т), (43.08) 


rye 
v-—1/2\/ 1. 
о-в 


Подстановка суммы из правой части (13.08) в (13.07) дает пер- 
вые п членов разложения (13.01). Чтобы рассмотреть остаточный 


ы Pee: es yn 1/2 5 
член, положим и >> v—1/2. Тогда |: и) <4. Следо- 


Се 


Нодстановка этой оценки в (15.07) приводит к искомому резуль- 
тату: если у >> —1/2 и 2 положительно, то п-й остаточный член 
разложения (13.01) ограничен по абсолютной величине первым 
отбрасываемым членом при условии, что n> у— 1/2. Аналогично 


для HS? (2). 


ут /2) 
в") dv, 


вательно, 


| ©» (т) |< 


1) В этом пункте мы следуем изложению Ватсона (1949, $$ 7.2 и 7.3). 
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УПРАЖНЕНИЯ 


13.1. При положительном x положим § = — ; ул i ля HY (2) = 
4 


2 \1/2 4 
= (2) e°{P(v, ) +iQ(v, z)}, так что 
me 


о \1/2 й 
1,@=(2) {P (v, x) cos €— О (v, x) sin 0, 
We 
о \1/2 
У. (x) = 2) {P(v, 2)sin$+9(v, 2) cos {. 
м mx } 
Показать, что если у > — i п асимитотические разложения 


22%, oma~ ен 


s=0 


(#— =} 


Pwad~ Meo 


8=0 


a 


оборваны Ha n-X членах, TO соответствуютщий остаточный член ограничен по 
абеолютлой величине первым отброшенным членом при условии, что 


1 4 3 
n> VF ia Pv, 2) пли a> TY OT arm Q(y, г) Myr 


13.2. Показать, что для модифицированных функций Бесселя справедли- 
вы формулы 


2:] 


и n=l в 
к, (9 = a)" AW) 4 tf 


п—1 
te—val == р A, (v) + +, 
Zz 


re величина |\„| ограничена выражениями 


2ехр] ( =)! | A, = (ета я ==) 
eal (ee flag ne 


24 (п) exp iat 
(лава <a), 


2 
2 


44 (n) exp {a (v ыы +) (Ве =)! | А, (v) (Ве =)" | 


_(x<targe1< ta}, 


') Более сложными рассуждениями можно показать в каждом слу- 
чае, что знак остатка совпадает со знаком первого отброшенного члена, 
если у > 0 (Ватсон, 1949, $ 7.32). : 
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а |6„| удовлетворяет тем же оценкам, но соответственно в секторах 


3 я НИЕ eee mia 
—yi<ags<— za, — лв: < 0, 0<а:< a 


[Олвер. 1961]. 
13.3. Определим Yn как в предыдущем упражнении. С помощью yup. 5.4 
показать, что если у действительно, = >O un > |\|—1/2, тв {„= VA, (у) 
тд 0< 8+ 
13.4. Доказать, что в обозначениях формулы (13.01) 


OV ny (Ope Pat. 


Затем с помощью теоремы 10.2 главы G показать, что 


| (=) = ехр у? — WAP 2, 4 (U7) } 1 
и, следовательно, 


42— 
21/2 (12)? = 


[AP (3) |< хр {15 А to (47). 


где вариация #,.:»({`!) ограничена но формуле (13.03), в которой пужно 
положить п == фи x(1) = л/2. 


$ 14 *. Неоднородные уравнения 
14.1. Рассмотрим дифференциальное уравнеписе 


w” + КЕ) w’ + g(z)w = 250 р(2), (14.01Y 


в котором я и В — действительные или комплексные постоявные, 
а /(2), g(z) и p(z)—- аналитические функции комилексной иерс- 
менной 2, имеющие сходящиеся разложения 


=, и ба 7 
1(2) = > a £, p(s) = х Е. (1 4.02) 


в области А: 
имеет вид 


2| >а'). Общее решение уравиения (11.01) 


№ (2) == Aw, (2) + Bwe(z) + И’ (2), 


где A и В — произвольные постоянные, и1 (2) и и2>(2) — пезаниси- 
мые решения соответствующего однородного дифференциального 
уравнения, И’(2)— частное решение (14.01). Асимптотические 
разложения для №1(2) и 12(2) были выведены ранее в этой гла- 
ве; в этом параграфе мы рассмотрим построение асимптотиче- 
ского приближения для И’(2). 


1) В действительности рассуждения легко обобщаются на случаи, когда, 
ряды (14.02) просто асимитотические при 2 —* co в заданном секторе. 


$14) НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 347 


Заметим, что подстановка № = ev преобразует (14.01) в 
в + tf (3) 28} + {8 (2) + В (2) + Bho = 2%p(z). 


Это уравневие того ae вида, что и (14.01), однако без экспонен- 
циальлого миожителя в свободном члене. Поэтому без потери 
общиеети мы можем ограничиться изучением уравнения 


„и + f(s)’ + g(2)w = 2*p(z), (14.03) 


в котером f(z), g(c) п p(s) имеют разложения (14.02). 
Рери-ниае уравнения (14.03) в виде формального ряда можно 
найти, подставляя 


wen ge WSs (J4.04) 


3 


< -0 


1внивая коэффициенты. Это даст 


виа, a {а-я Л} ав, + 


j 


1 (а— 8-1 2)(а —s-+ 1)as_9=p, (14.05) 


при & == 0, 1.... В предиоложепаи, что go 52 0,— а для простоты 
мы песгла будем принимать это допущение, — уравнение (14.05) 
молю решить, последовательно определяя а,. В частности, 


1 se —2 
My = 80 Por 4 = 80 Pr — 80 Ро lS 94). 


14.2. Структура рекурреитного соотношения (14.05) показы- 
паст, что в общем случае ряд (14.04) расходится при всех конеч- 
пых значениях 5 (ср. $ 2.1), Чтобы исследовать возможную 
асимитотическую ирироду этого разложения, мы построим спача- 
ла дифференциальное уравнение для п-й частичной суммы. 
Следуя § 12.1, положим 


®—1 


i 
aI /. F (5) к 8. С, (2) 
f@= УЕ, = У, 
aa) = $20 * * 
n—! 
P_ (2) 
P(2) of 


при n=0,1,..., Tak что каждая из функций F,(z), С,(2) 
и Р,(=) ограничена в замкнутой области В: |2| > b для любого 6, 
превосходящего а. Введем обозначение 


n—1 
~ 


L, (2) =2" Xs, (14.06) 
5=0 
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и пусть п >> 1. Тогда, следуя $ 12.2, мы найдем, что 


Li (2) + 1 (2) Ги (2) + g (2) Lulz) — р (2) = 27 Ry (2), 
rye 


Еоа 


и 


Rays (2) -- (a — na — n-- а — Ри (2) + 


+ Ха {а = 8) Fn—s (2) + Gn sss (2). 
Отсюда 


где величина г„.! определена равенством 
= > 
Tap, sup [Russ (=)| 
ев 


и конечна. 
Предположим теперь, что фупкция 


ИИ, 1(2) = L,(z) + (2) (14.08) 


является решением уравнения (14.03). Тогда остаточный член 
удовлетворяет неоднородному уравнению 


вл (2) -- 1 (2) в (2) + 5 (2) en (2) = — 2, (2). (14.09) 


Методом вариации постоянных нолучаем 


2. (2) = wy (2) TQ? (2) — wy (2) ГР (2), (14.40) 
тде № (2) и 12(2) — решения, определенные теоремой 2.1, 
хе) a 
( tw. (ЕЯ (1) . 
ID (2) = { ур 9-4, (VAAN) 


2 


№ и (и. — wz 9 ws O 


Направление 0; верхнего предела в (14.11) паходится в нашем 
распоряжении при условии, что интеграл сходится. 

14.3. По предположению, = 4g, и 20520. Следовательно, 
характеристические значения A, и Ao, определенные в $ 1.2, не 
равны между собой и отличны от нуля. Используя тождество 
Абеля (глава 5, (1.10)) и рассматривая главный член в разложе- 
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нии (2.04) и в разложении, полученном из (2.04) дифференциро- 
ванием, мы видим, что для W(t) существует сходящееся разло- 


жение вида 


ен У Me (а), 


где ®о = 1. Поэтому 


wy (В) 0 


С (14.12) 


при #— co в секторе $1: НН (31/2) — 5, где 6 — 
произвольная малая положительная постоянная (ср. теорему 2.2). 
Выбирая 0; = arg do и налагая условие 


— (80/2) - arg (Az — A1) + 5 < arg de < (3л/2) - arg (Ae — №) — 8 
(14.13) 
мы видим, что точка coe" лежит в $: и интеграл 1%(2) сходит- 


ся. Из (14.07) п (14.12) мы выводим, что 


wr OER O| | малы fh Bota | sat 
pa eh об из ot te S, ПВ), 
oe ines 5 lGar ЕР (eS, ПВ) 


тде K, — некоторая постоянная. 
Пусть теперь В(5)— бесконечное кольцо |z| > bcosec 8; 
обозначим через Т сектор 


к (31/2) + 6 — min {arg Ag, arg(A2 — Ary} = 
< arg 2 <(3a/2) — 5 — max {arg ho, arg(Ag — A1)}, 


так что Тс $1 и coe № ЕТ,. Если ze T, (] BS), то для 


TS? (2) можно вайти путь, лежащий в Т.ПВ и обладающий 
свойством | e~* | [е oe (рис. 14.1). Если n>Re(a—pe)-+1, то 


\7$ 1% (2) |< = 
<kK, her? | a tT P 2,20 exp (—i arg he) (gore eet) + 


Ul > He 
ИГ nf +a 
es ry V 2,00 exp (—t arg 22) (t aren )} 


Если предположить, кроме того, что пути в А2Ё-плоскости совпа- 
дают © путями, использованными в Ё-плоскости в $ 13 главы 6,— 
это мы можем сделать, — то обе вариации, входящие в последнее 
рае 
неравенство, имеют порядок О (2—"` №111) при z—> со. Умноже- 
ние на W2(z) дает 
(1) = 
we(2)In (2) = O(24-"*!) 
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при z>co в Sof} Ti, rye $2- сектор jarg{(Ar— 42) 2} | < 
< (37/2) — 6 (ep. (2.15)). 

Аналогично, если 05 = ао А: и 
— (32/2) + ага (м — ^2) + 6 < ав М < (31/2) агв (№ — ^2) — 6, 
(14.14) 
то И? (2) сходится; если, кроме того, п > Ве(а — п) - 4, то 

wy (2) (1) =O (27-1) 

при 2-00 в $; [] Ts, где Tz определен условием 

— (51/2) 6 — min {ао м, arg (2 — ^2)} < 

<argz < (31/2) — 6 — max {arg Ai, ага (Ay — Ao) }. 
Поскольку T; = $: и = So, то общая область справедливо- 


сти этих оценок есть T Г. Ts. Подстановка нолучеииых ре- 
зультатов в (14.10) дает 


(8) OC") 
(2>ювТ). (14.45) 
Подставляя (14.06) и (14.15) 
в (14.08) и  отновея член 
27а,-!/2"! в остаток O(2%-"*!), 
мы видим, ig существует такое 


решение И/,-1 (2) уравнения 

(14.03), что 

Wa—~1(z) = 
Puc. 14.1. ПЛОСКОСТЬ бы oo BT). ав) 
— 5 < ав) < > —5. Ограничения n> Re(a— ji) +t 


и n>Re(a—p2)+1,  введенпые 
в проиессе доказательства, не являются необходимыми в этом 
конечном результате, так как из (14.16) очевидно, что 


Ин 1 (2) = 2” [ - +O (55). 


для любого целого числа т из интервала 1 = т <n. 
14.4. Собирая вместе все полученные результаты и заменяя 
п на п-- 1, мы можем сформулировать следующую теорему. 
Теорема 14.1. Пусть f(z), g(z) и p(z)— аналитические 
функции комплексной переменной 2, имеющие сходящиеся разло- 
жения вида (14.02) для достаточно больших |2|, причем fo #48, 
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и во 5= 0. Пусть, кроме того, A, и А2 — нули квадратичной формы 
№ - fod + go, где а М, ага Ао, ат (12 — №) и arg(Ay— Ae) вы- 
браны Tak, что выполняются неравенства (14.13) и (14.14), 6— 
произвольное положительное число. Тогда. если коэффициенты 
а, определены формулами (14.05), дифференциальное уравнение 
(14.03) имеет решение И’, (2), зависящее от произвольного неот- 
рицательного целого числа п, такого, что 
и—} 


17, (= "| = +0( “)} (sco 8 T), (14.17) 


где Т — сектор вида 
— (21/2) + 6 — min{arg ii, arg о, аго (2 — 71), arg (2 — ^2)} = 
< а & < (31/2) — 6 — тах {arg Ay, arg Ао, аки (№2 — М), 
й аго (21 —22)}. (14.18) 


При применении этой теоремы следует иметь в виду. что ни 
один из аргументов Aj, Ae, № —А и /, — А2 не обязан принимать 
главное значение. Кроме того, используя различные комбинации 
7 и 72, которые удовлетворяют (14.13) и (14.14), мы получаем 
различные секторы справедливости Т. Однако при этом не про- 
исходит расширения областей справедливости: доказательство 
показывает, что для данного п с каждой областью Т связаны 
различные решения дифференциального уравнения. 

Предположим, например, что A; > 0 и Ag < 0. Тогда мы мо- 
ikeM взять ага (2 — Ay) =л и аго(^ — А2) = 0. Условия (14.13) 
и (14.14) будут выполнены при argA; = 0 и аге А = л, и в ре- 
зультате мы получаем, что Т имеет вид — (35/2) -- 6 < argz< 
(л/2)—6. Если же мы возьмем arg(A2—A1)=—1 и 
аго (А! — 12) = 0, то будем иметь argA; ==0, argdg = —л. и Т 
задается перавенством —л/2 + 6<аго 2 < 3л/2 —6. Решение, 
обладающее свойством (14.17) в области [—Зл/2--5, 2/2 — 5] 
изменения аргумента, отличается от решения, имеющего это 


свойство в [-—л/2 + 6, 3л/2 — 6]. 


УПРАЖНЕНИЯ 

14.1. Показать, что при go = 0 уравнение (14.03) имеет, вообще товоря, 
Формальное решение УЕ Когда это утверждение становится не- 
справедливым? 


If 


2 dw 
14.2. Переходя к переменной = —5— 222, показать, что уравнение Foy 


= zw — 2-2 имеет решения w;(z), } = 0, 1, такие, что 
‚ 


aire 518#.4.7-40... (88-51) 


pasta 


при 2 —* oo в секторе |arg(— ze?*J*/3) | < 24/3 —6(< 2/8). 
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$ 15*. Уравнение Струве 


15.1. В физических и математических приложениях пред- 


ставляют интерес решения следующего неоднородного уравнения 
Бесселя: 
ао 1 dw [ v2 ea 5 
| “+ = * 45.01 
dt Tz dz г! =) ли (у -|[- 1:2) ( ) 


Используя методы, аналогичные методам $ 4 главы 5, мы легко 
убеждаемся в том, что одним из решений является функция 
Струве: 


Hy (2) = (2/2) (15.02) 


Этот ряд сходится при всех конечных 2; действительно, фупкция 
2--'H,(z) является целой по 2. Легко также установить, исполь- 
зуя равномерную сходимость, что функция Н,(2) — целая по v, 
если 2 52 0. 

Другое решение уравнения (15.01) можно построить методом 
$ 14. В данном случае 


4 
f@=+, g@=1-%, a=v—-1, ы 


AL (у 4-4/2)" 


Из (14.05) мы получаем a2.41 = 0 


2°8—"Н! ТГ (5 4.4/2) 


ToS b= 04...) 


Aas 


Характеристические звачения равны Ay =i M Ao = —i. Если 
arg А == агро (М — А2) = 2/2 и ар А = arg(A2— и) = —n/2, то 
условия (14.13) и (14.14) удовлетворены, и теорема 14.1 показы- 
вает, что для любого положительного целого числа существует 
решение уравнения (15.01) вида 
Naf р 
Waal = 21D +0(1) 


s=0 
при z— 00 в секторе jargz|< 1—6(< 1x). 
Все решения W2,(z) совпадают. Чтобы увидеть это, напишем 
Wan (2) = Wa (2) + А, (2) + ВыНУ? (2), 
где A, и В, не зависят от 2. Полагая 2— сое*=”"2 и используя 


разложения Ганкеля (4.03) и (4.04), мы видим, что В, == 
==А,==0. Таким образом, уравнение (15.01) имеет единственное 
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решение К,(2), такое, что 


К, (2) ~ oy “os. (2—> со, Jargz|}<a—6), (15.03) 


15.2. Чтобы связать Н,(2) и К,(2), мы снова воспользуемся 
интегральным представлением. Интеграл для бета-функции и 
формула удвоения для гамма-функции дают 


FoasoTes ws (1 — т). 


1 

д (295-1)! TP (v ~- 1.2) | 
(15.04) 

Преднолагая, что Rey > —1/2, мы можем подставить (15.04) 
в (15.02) и измевить порядок интегрирования и суммирования '). 


Выбирая Ё= т” в качестве новой переменной интегрирования, 
мы приходим к представлению 


1 

A 

) sin (s(t —22)°""dt (Веу> — 1/2). 
2) 6 

Далее нам потребуется асимитотическое разложение лослед- 

пего интеграла при больших положительных 5. Его можно было 
бы найти с помощью метода стационарной фазы *), но проще 
воспользоваться контурным интегрированием. Имеем 


(2/2) {Uy (2) —Vy(2)}, (15.05) 


ии 41/2) 


1 
ва, Vy(2) ев, 


Так как z>0, то путь интегрирования в U,(z) можно деформи- 


co 1-00 
ровать, переведя интеграл в | ыы J . Далее сделаем подстаповку 


6 i 

t = it. Поскольку Rev > —1/2, второй интеграл можно выразить 
через HY (2), сжимая KONTyp-neTIIO для интеграла Ганкеля, 
цакв $ 13.3. Тогда 

i Cae (т) ds + 


о 


1/27 (y+ 4/2) 


aay ES). 


') Глава 2, теорема 3.1. 
2) Эрдейи (1955), Олвер (1974). 


23 Ф. Олвер 
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Аналогично 


1/2 Г (y - 4/2) 


У, (= i (“а Не A ar HY (2). 


Подстановка этих выражений в о дает с учетом (5.01) 


= _ 2 (3/2) a —t/ a\w—1/2 
Н, (2) — У (а) = = fa ey - Иа. (15.06) 
8 


WP (у 


Ограничение Rev > —1/2 теперь можно устранить с помощью 
аналитического продолжения. 

ели применить к (15.06) лемму Barcoua, то окажется, что 
асимитотическое разложение будет совпадать с (15.03). В$ 15.1 
мы видели, что решение уравнения (15.01) с таким разложением 
единственно, H поэтому 


К, (2) =Н,(2) —У,(3). 


Это результат с помощью аналитического продолжения обобща- 
ется с положительных значений 2 на комплексные, если только 
ветви выбираются непрерывным образом. Это и есть искомая 
формула связи. Мы показали попутно, что правая часть (15.06) 
дает интегральное представление фупкции К,(2) при 
[аго 2| < л/2. 

15.3. Общее решение уравнения (15.01) можно записать 
в виде 


w = Н, (2) AJ,(z) + ВУ, (2), (15.07) 


тде A и В — произвольные постоянные. Сравнепие разложений 
функций Н,(2), Jy(z) и У,(2) в стеменные ряды показывает, что 
этот вид представления является численно удовлетворительным 
при малых или не слишком болыпих значениях |2|. Но, исклю- 
чая, возможно, действительную ось, представление (15.07) явля- 
ется неудовлетворительным при больших значениях |2|, посколь- 
ку все три функции Н,(2), /,(2) п У,(2) имеют доминирующее 
асимптотическое поведение. 

При больших 2 в секторе jarg &| < л/2 численно удовлетвори- 
тельное представление общего решения имеет вид 


w = К, (2) -- АНУ? (=) + BHY (2), 


где Ли В — снова произвольные постоянные. В верхней части 
этого сектора функция HS” (2) —подчинениая, H(z) — домини- 
рующая, а K,(z) имеет промежуточное поведение. В нижней 
части Н (2) и HS? (2) меняются ролями. 
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В секторе 1/2 = аге 2 < 3л/2 подходящее представление для 
больнтих имеет вид 


i —ai) | ani 2) (goa 
w= — eK, (se!) -- АН® (ze—™') -- ВН® (ze—), 
причем с помощью преобразования переменных легко проверить, 
что первый член в правой части является решением уравпепия 
(15.009. 
УПРАЖНЕНИЯ 


15.1. Доказать, что 


By, (2) ~ Hy (2 


1 
(v + (3/2) 


d ee — 
a “A, ()} = лиг "но 


15.2. Пусть у 52 — 1/2 и @y(x) — цилипдрическая фувкция; проверить, 
что 


few, (e) de = а. (v +4)ete, (=) Hi, (2) — @%, (x) H, (x)}. 
15.3. Используя представление (15.06), показать, что если п — неотрица- 
тельное целое число, то 
Hn cay (2) = (— 0" Лон). 
Показать также, что 
Н\/2(=) = 21/2(1 — cos 2) /(п=) 2. 
15.4. Доказать, что 
К, (22—21) = 21 cos (ул) HO) (2) = eV (2). 
45.5. Используя (15.06), показать, что если у действительно, 2 положи- 


тельно ип > v— (1/2), то п-й остаточный член в (15.03) ограничен по аб- 
солютной величине первым отбрасываемым членом и имеет тот же знак. 


1) Другой путь: если в теореме 14.1 положить arg A, = arg (№ — Ae) = 
== — 3л/2 и агё Ag = arg (№— 1.) = — л/2, то соответствующее решение бу- 
дет иметь вид — е* К, (2е-*1). 


23* 
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Исторические сведения и дополнительные ссылки 


Материал, касающийся функций Бесселя, вырожденных гипергеометри- 
ческих функций и функций Струве, является классичесцим, однако мы уде- 
лили большее, чем обычно, внимание выводу свойств прямо из онпределяю- 
щих дифференциальных уравнений. Среди основных источников MOAHO на- 
звать нниги Ватсона (1949). Бейтмена и Эрдейи (1973, 1966). Слейтер (1960) 
и С.С.Ф. (1964). Асимптотическая теория и анализ остаточных членов в 
случае иррегулярных особых точек основаны на работах Олвера (1964, 
19655). Теоремы 2.1 и 2.2 получены Хорном (1903); приведенные вытие ло- 
хазательства являются новыми, Теоремы 3.1 и 4.1, по-видимому, являются 
новыми; один результат, связанный с первой из них, принадлежит Xene и 
Сибуя (1966). 

$$ 1—2. История этих решений в виде рядов коротко описана Эрдейи 
(1962, глава 3). 

$$ 4—8. Основной работой по бесселевым функциям все еще является 
труд Ватсона (1949). Относительно некоторых дальнейших свойств, касаю- 
зцихся нулей, см. Р.С. (1960); обингрные таблицы определенвых и неопре- 
деленных интегралов мол:но найти в книгах Люка (1962) и Оберхеттинге- 
ра (1972). 

$ 5.1. Необходимость выделять численно удовлетворительные пары ре- 
зпений уравнения Бесселя (а такие уравнения Эйри) в комплексной плос- 
кости пе всегда отмечалась составителями таблиц. 

$ 6.5. Некоторые оценки остаточного члена для разложения Мак-Магона 
были получены Хеткоутом (1970а. b). . 

$$ 9-11. В число монографий о выройжденных гипергеометрических 
фупкциях входят книги Byxroapna (1969), Трыкоми (1954) и Слейтер (1960а). 

$ 11.2. Эти эффектавные приближения для фувкций Упттекера являются, 
по-видимому, новыми. Другие асимитотнческие приближения при больших 
т получены Казариновым (1955, 1957). 

$ Возможно обобщение анализа остаточных членов на уравнения вто- 
рого порядка, имеющие иррегулярные особые точки произвольного конечного 
ранга; детали см. в работе Олвера и Стенджера (1965). Более сложным яв- 
ляется анализ остаточных членов для системы произвольного числа диффе- 
ренциальных уравнений первого порядка, имеющих лррегулярные особые 
точки произвольного ранга; связанные с этим вопросы изучались Слендже- 
ром (1966a, b). См. таиже инигу Вазова (1968, главы 4 и 5). 

3 15.1. 1) Обозначение Ky(z) является новым; оно было введено для того, 
чтобы подчеркнуть необходимость использования численно удовлетворитель- 
ных решений уравнения Струве. 

2) Действительные нули функции Н,(2) были изучены Стейнигом (1970). 


ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


ГЛАВА 1 ` 

TTenepag. Правую часть ‚ сяеду ет заменить на о(е*). 
1; 4/е?. . 

й neice sin 5) ›._ 

7.3. an И +e 

11.2. 1) pine 2) 45 3) 2. ‘4 De. 

11.3, 1) 2; 2) 2:3) 4e2— 


ГЛАВА 4 


1.2, (arg x| < (3n/2) —6 < 3n/2. 
2.1. arg х| < (35/4) — 6 < 32/4. 

8,4. Пет; заданный интеграл можно продолжить аналитически. 
ГЛАВА 5 


3.1. 2/2. 
4.1.1) 2'Xas2* и сопряженный ряд, где ao =1и 4 


аа, = (28? + Sis — 3s + 1 — Bi) /(2s2 4-45) (8 > 4). 


2) Sb.(z—1)* и Ses(s—1)9*0), где by = 1, 6, = 0, св =1, с, 1/3 
и при; >2 
$(25 — 1)b, + 4(s — 1) bs) + (25? — 75 + 8), = 0, 
$ (28 -+ 1) es + (28 — 1)?es-1 + (28? — 5s + 5) 6:2 = 0. 
6.1. 1) Иррегулярная особая точка ранга 1; 
2) иррегулярная особая точка бесконечного ранга: 
3) регулярная особая точка с показателем (3 - 75) /2. 
6.2. 523 — 32 и 


4.51 4.5.6.7 1 
= Ножи т... 


9.5. Да, с помощью подходящей деформации пути интегрирования. 
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ГЛАВА 6 


остаток | J efe@— и] + —e! = 


4.4. Предположим  противнос, 


3/3 = hop tips, то j-8/2f’ — — co npn «#-—> oo, 


Поэтому Г <0, когда x достаточно велнко. Следовательно, } монотон- 
но убывает к нокоторому постоянному значению, которое доля быть 
равным нулю, так Kak в противном случае / —> — ©. Из равопства 


с 
f=consi~{ (32-324 следует, что {== —с+-0(/?) при 2 —+ &, где 
х 

с — неотрицательная постоянная. Если с > 0, то интегрирование даге f ~ 
~ — cx, что противоречит условию. Если же с = 0, 10 имеем ЗН ee 
что также приводит к противоречию. 

Второй результат можно получить, интегрируя выражение 737 = 
== const + о(1). 


G=-0 G=+)) 
2 


1) 2) Продолже- 3) Продолие- 
ние через АВ. ние через ВС. 


Продолжения через А’В’ и В’С’ приводят к областям, сопряженным 
к 2) из). 


12.1. т. 

ГЛАВА 7 

1.1. Положить § = 2? или 2“. 

1.2. w= A(z-8/4 — 25/4) ехр(21/2) + B(278/4 + 2-5/4) охр(-— 21/2). 
1.3. 


3 5 1 
°° 2b—s+2)(2z—st+ |... 
1/4 ax ay val all +) ( Г) 
: exp {+ ¢ (82)'7} У (ЕО Ta 


#1 = 0 или b) fo #0 w (g;/fo) +a + 2 — положитель- 


14.1. Если a) fo 
ное целое число. 
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264—266 (см. также Вебера диф- 
ференциальное уравнение) 

— — —, интегральное 
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Поступательные пути 285, 340 
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Прима функция .64 

Привиии аргумента 
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Хорн (Ноги J.) 356 

Хохштадт (Iochstadt Н.) 89 

Xene (Hsieh P.-F.) 356 
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84 

Эрмита полиномы 69, 71, 73, 332 


Якоби лемма 235 
— полиномы 73, 212 


A,(v) 132 

Ay(r) 84 
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A,(2) функция Струве 352 
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гипергеометрические функции 
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